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Introduccion

La ensefianza actual de la geometria tiene una intencion funcional, que se concreta en
desarrollar el sentido espacial de los alumnos. Mirar el espacio con sentido supone
desarrollar la visualizacion con la ayuda de los elementos geométricos que permiten
organizar las formas en el espacio. Para que los alumnos tengan sentido espacial, los
profesores de matemadticas de primaria tienen que desarrollarlo y ser capaces de
generarlo en sus alumnos. Es por esto que en el Departamento de Didactica de la
Matematica de la Universidad de Granada se ha propuesto una practica dentro de la
asignatura Matematicas y su Didactica, para que los alumnos desarrollen el sentido
espacial, mediante el estudio de las regularidades que aparecen en un tejido como la

Pata de Gallo.

El presente Trabajo de Fin de Master, del Master en Didactica de la Matematica de la
Universidad de Granada, comienza describiendo el marco tedrico, mediante la
identificacion de la forma en que se concibe la ensefianza de la geometria en el
curriculo espafiol de primaria, asi como en otros curriculos, como los estandares
americanos del NCTM. Posteriormente se describe el concepto de visualizacion
estableciéndose un marco que lo caracteriza (Gutiérrez, 1996), en el que se ubican los
elementos que lo integran, entre ellos las habilidades de visualizacion, que se definen
con precision, empleando las enunciadas por Del Grande (1990) inspiradas en las de
Hoffer (1977). EstOa caracterizacion nos lleva a definir el area problematica de la
investigacion. Ademads se incluye parte de un estudio geométrico de la Pata de Gallo,
utilizando los avances alcanzados en una beca de iniciacion a la investigacion y en un
articulo (Alba y Flores, 2011), que se nos han servidor como fuente de informacion

geométrica para nuestro trabajo.

El capitulo segundo describe los objetivos y preguntas de investigacion, en el
que partimos de un objetivo general, del que surgen unos objetivos especificos,
finalizando el capitulo con una serie de preguntas que intentaremos dar respuesta con
nuestro trabajo. El capitulo tercero abarca el marco metodolégico de investigacion,
sefialando el tipo de investigacion y sus caracteristicas, definiendo los elementos de la
misma y describiendo el procedimiento de analisis. En el capitulo cuarto se indican

los resultados, explicando los procedimientos de codificacion y conversion de las
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respuestas de los alumnos en informacion sobre las habilidades de visualizacion que

ponen en juego.

El capitulo 5 resume las conclusiones del trabajo, indicando las expectativas y
limitaciones del mismo. Se completa con la bibliografia, y los anexos en los que se
incluyen las pruebas realizadas para obtener los datos, asi como los enunciados de la

practica empleada en clase.
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Capitulo 1. Marco teorico y definicion del problema

Este primer capitulo estd dedicado a describir el marco tedrico que guia nuestra

investigacion, asi como a definir el problema en el que se centra nuestro estudio.

Comenzaremos analizando los distintos curriculos nacionales e internaciones
(NCTM, RD 1513), referentes a la ensefianza de la geometria, lo que nos lleva a
apreciar la importancia de que los alumnos desarrollen su sentido espacial. Para
lograr este desarrollo, los maestros tienen que tener sentido espacial, por lo que
describimos el contexto en el que se realiza la investigacion, la formacioén de maestros
en la Facultad de Educacion de la Universidad de Granada, dentro de la asignatura
Bases Matematicas para la educacion Primaria de primer curso en el Grado de

Maestro de Primaria, del curso 2010-2011.

Esta contextualizacion da paso a presentar las ideas que fundamentan el
trabajo desde la ensefianza de la geometria y la relacion con el sentido espacial,
especialmente el papel de la visualizacion y su significado, concretdndolo en la
propuesta de Gutiérrez (1992) que define la idea de visualizacién en geometria,
analizando los elementos que la integran. Entre ellos aparecen las habilidades de
visualizacion que se utilizan en algunas actividades de geometria, que caracterizamos

mediante la clasificacion que hace Del Grande (1990).

Una vez definida el area problematica y el marco teodrico, presentamos una
revision bibliografica de trabajos relacionados con el nuestro, para conocer el estado
de la cuestion, lo que nos dara oportunidad de definir con precision el problema de

investigacion y las preguntas y objetivos.

1.1. Ensefianza de la geometria, sentido espacial

En la ensenanza de la geometria tiene especial relevancia el sentido espacial y a su
vez el desarrollo de las habilidades de visualizacion, siendo un medio para contribuir
a la mejora del razonamiento deductivo a través de las distintas representaciones y
modelos a los que se enfrentan el alumnado. Veamos cémo se propone la ensefianza
de la geometria en los decretos oficiales y en otros documentos profesionales de

educacion primaria, los estandares del NCTM americano.
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1.1.1. Curriculo de geometria en primaria

El alumnado de Educacion primaria trabajara en esta etapa sobre formas y estructuras
geométricas, segun el Real Decreto 1513/2006 de ensefianza minimas de educacion
primaria (MEC, 2006), en referencia a geometria. Para ello no solo deberd definir
elementos geométricos, tendrd que pasar a otro nivel cognitivo en el que requerird
entre otros procesos, modelizar, clasificar, construir, dibujar, etc., a través del
desarrollo de la capacidad para visualizar las relaciones geométricas. Los procesos
indicados son el medio para el desarrollo de las habilidades de visualizacion y éstas al

desarrollo del pensamiento matematico, a través del sentido espacial.

En el decreto se incide en la doble funciéon de la matematica, aprender por
utilidad para otros ambitos, como la vida cotidiana o el mundo laboral, y por su papel
formativo, pues desarrollar destrezas para potenciar las capacidades cognitivas. Se
indica que la formacion matematica en primaria debe ser eminentemente basada en
experiencias, basadas en el mundo familiar mediante la resolucién de problemas, que

le den oportunidad de realizar aprendizajes mas complejos posteriormente.

El bloque de contenidos de geometria se organiza en torno a tres puntos:
identificar formas geométricas del entorno natural y cultural, para lo que tienen que
conocer estos elementos geométricos, la orientacion, o desarrollo de la capacidad para
situar en el espacio objetos y sus relaciones, y las formas planas y espaciales,
incluyendo la atencion a las regularidades y movimientos que se realizan con estas

formas.

Se aprecia en ello el énfasis en la identificacion y manejo de las componentes
geométricas, pero atendiendo también a la creacion de imagenes mentales de las
mismas. Con esto se destaca el papel de la visualizacion, que se ve reforzado con la
alusion especifica a la orientacion, es decir, a la organizacion de las formas en

relacion a unas referencias que les permitan ubicarlas.

Como vemos aparecen las componentes que se destacan en el sentido espacial,
sefialando explicitamente tres de ellas (formas geométricas, movimientos Yy
regularidades y orientacion), pero aludiendo a la visualizacion al aludir a las acciones
que se realizan con las formas (identificar —en distintas situaciones-, caracterizar,

transformar, etc.).
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La idea de sentido espacial se relaciona estrechamente con la competencia
matematica, concretada en la ensefanza de la geometria. Pero también contribuye a
destacar la visualizacion la alusion a otras competencias, pues la competencia para el
conocimiento e interaccion con el mundo fisico tiene que hacer posible una mejor
comprension y una descripcion mas ajustada del entorno. Con el desarrollo de la
visualizacién (concepcion espacial), los alumnos mejoran su capacidad para hacer
construcciones y manipular mentalmente figuras en el plano y en el espacio (MEC,

2006).

Como hemos podido comprobar, el curriculo de primaria en Espana recoge la
visualizaciéon como un elemento mediador importante en el desarrollo de la

competencia matematica a través del sentido espacial.

1.1.2. NCTM estandares geometria y visualizacion

Los referentes curriculares de los docentes americanos (NCTM, 2000) manifiestan la
interaccion entre la geometria y la visualizacion a través de sus estandares para la
ensefanza de la geometria. En estos referentes se hace especial alusion a los

elementos visuales, en uno de sus apartados, recoge que:

“Los programas de ensefianza de todas las etapas deberian capacitar a todos los
estudiantes para:
1. Analizar las caracteristicas y propiedades de figuras geométricas de dos y

tres dimensiones y desarrollar razonamientos mateméticos sobre
relaciones geométricas.

2. Localizar y describir relaciones espaciales mediante coordenadas
geométricas y otros sistemas de representacion.

3. Aplicar transformaciones y usar la simetria para analizar situaciones
matematicas.

4. Utilizar la visualizacién, el razonamiento matematico y la modelizacion
geometrica para resolver problemas” (NCTM, 2000, p.43).

Estos aportes estan muy relacionados con las ideas del R.D. 1513 y motivan la

necesidad de desarrollar el sentido espacial. En este contexto, Ramirez (2012) en su

tesis doctoral sintetiza las ideas expuestas anteriormente sobre la ensefianza de la
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geometria, y caracteriza el constructo sentido espacial compuesto por cuatro

componentes, agrupados en dos aspectos:

a) Creacion y manejo de elementos y conceptos geométricos, que se relaciona con la
capacidad 1, abarcando el trabajo con formas geométricas, pero también con las

transformaciones y regularidades de las mismas, relacionado con la capacidad 3

b) Destrezas para relacionarse con el medio, que se relaciona con la capacidad 2,
ligada a la orientacion, o capacidad para situarse y situar los objetos, y con la
capacidad 4, relacionada con la visualizacion, o capacidad para tener un buen manejo

de las imagenes que sustentan el entorno.

Observamos que estas indicaciones de los estandares profundizan sobre la
intencionalidad funcional del aprendizaje geométrico, concordando con la tendencia
actual de considerar que la ensefianza debe ir encaminada a que el alumno adquiera
competencias (saber, saber hacer y aplicar a situaciones de la vida cotidiana) para

desenvolverse con mayor soltura en el medio.

Estos dos aportes (el curriculo actual de geometria en educacién primaria en
Espana, y las directrices del NCTM), nos permiten indicar que la intencién del
aprendizaje geométrico es desarrollar el sentido espacial del alumno, cubriendo estas

cuatro componentes.

1.2. Contexto: Geometria en la formacion de maestros

Para desarrollar el sentido espacial de los nifios, el maestro debe tener desarrollado
este sentido, mediante la atencion a todas las componentes del mismo. Por lo tanto,

los programas de formacion deben atender a estas componentes.

Una de las componentes a trabajar en la formacion de maestros es la
visualizacion, partiendo de fendmenos que muestren la pertinencia de su estudio, por

su proximidad a la realidad.

Desde el Departamento de Didactica de la Matematica de la Universidad de
Granada se han introducido practicas para desarrollar la visualizacion, partiendo de
situaciones reales, por lo que se penso en analizar un tejido con motivos geométricos,
en concreto la teselacion denominada Pata de Gallo. Es por ello que se ha propuesto

una practica de la asignatura Bases Matematicas para la educacion Primaria de primer
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curso en el Grado de Maestro de Primaria en la Universidad de Granada. Con ella se
pretende que los estudiantes analicen esta teselacion, a partir de imagenes del tejido,
encontrando regularidades geométricas, a través de una serie de actividades y
empleando dos grupos de materiales y recursos: los espejos, papel transparente e
instrumentos de dibujo, para analizar regularidades, y el programa interactivo

Geogebra, para construir la teselacion, empleando sus herramientas.

A través de actividades como ésta, que es la que utilizaremos para nuestra
investigacion, se puede llegar a que los futuros docentes entiendan la geometria como
un punto de encuentro entre la matematica escolar y las matematicas de la realidad
que todos los dias nos muestran las construcciones, los objetos, los tejidos, los
carteles, etc. Pero sobre todo se le esta dotando a los futuros docentes de herramientas

para crear otras actividades que partan de la realidad.

Una fuente importante para matematizar la realidad es la visualizacion, esto es
lo que da razon a nuestro trabajo, ya que a través del desarrollo de las habilidades
visuales podemos ayudar a comprender mejor las matematicas y especialmente la
geometria. Por eso nos interesa analizar las habilidades visuales que tienen los
maestros en formacion para ver si las pueden poner en practica en su futura docencia.
En los siguientes apartados describimos qué se entiende por visualizacion y
fundamentamos su importancia en el desarrollo del sentido espacial. Antes de ello

vamos a analizar el motivo geométrico utilizado en la practica.

1.3La pata de gallo.

Fruto de una beca de iniciacion a la investigacién, hemos llevado a cabo analisis
matematicos de objetos del entorno. En trabajos previos habiamos analizado la
decoracion del mobiliario urbano, llegando a la conclusion de que tiene que reunir
dos cualidades: resolver problemas técnicos y presentar un aspecto que resulte
agradable a los ciudadanos, por lo que seleccionamos uno de ellos, las farolas
cubistas de la Gran Via (Alba y Flores, 2009) y analizamos sus formas geométricas,

llegando a construir uno de sus desarrollos planos.

Posteriormente hemos estudiado el tejido de la Pata de Gallo, estableciendo
algunas apreciaciones que nos han facilitado la puesta en practica de este trabajo de

investigacion didactica. Adjuntamos en anexo 6 el texto de la comunicacion que
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presentamos en las XV JAEM, celebradas en Gijon, en julio de 2011. A continuacioén
resumimos algunas ideas del mismo, con las que clarificamos el tejido, sus
regularidades geométricas y los elementos importantes de la teselacion empleada en

la practica.

La Pata de Gallo es el dibujo bicolor de ciertos tejidos, caracterizado por la
repeticion de pequenas figuras concretas. Los colores tradicionales son el negro y el
blanco, aunque en la actualidad otros colores sustituyen al negro. La pata de gallo
(hounds-tooth en inglés, literalmente diente de perro de caza) proviene de la lana
tejida de los Lowlands escoceses, aunque hoy en dia se emplean muchos otros
materiales. Se obtiene al alternar bandas de cuatro hilos claros con cuatro hilos
oscuros en un telar de urdimbre y trama con un trenzado sencillo 2:2, esto es, dos
hilos por encima de la urdimbre y dos por debajo, avanzando un hilo en cada paso
(figura 1). Parte de realizar una urdimbre de bandas de cuatro hilos, alternando el
blanco y el negro (figura 2). Lo cruzamos con la lanzadera que da cuatro pasos de
cada color, con la regularidad expresada (pasando 2 por encima y 2 por debajo,

avanzando un hilo).

Figura 1. Enlazado de la Pata de Gallo

Figura 2. Trama y urdimbre en la Pata de Gallo
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Dejando de lado el estudio del trenzado que lo genera, que también puede
extenderse matematicamente, nos ocupamos del teselado ideal, que surge por
repeticion de un poligono que sugiere las dos figuras que le dan nombre (Pata de

Gallo, en espafiol, o diente de perro de caza, en inglés).

Para su estudio debemos distinguir dos etapas, examinar la repeticion del
poligono sin considerando s6lo las lineas que los delimitan, y estudiar la composicion
bicolor. En este trabajo nos detendremos en el estudio de los contornos, sin ocuparnos

de los colores.

El contorno de la teselacion de la Pata de Gallo es un teselado no regular. Para
estudiarla comenzamos por identificar la figura que lo forma. La Pata de Gallo esta
formada por un poligono irregular concavo y simétrico, de 14 vértices y lados, con

angulos multiplos de 45°, cinco de ellos mayores de 180° (figura 3).

Figura 3. Poligono que genera la Pata de Gallo
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El poligono se puede descomponer de distintas formas mediante otros

poligonos (figura 4).
Formado con Formado con paralelogramos, Formado con paralelogramos
paralelogramos triangulos y cuadrados y triangulos rectangulo

Con cuadrados.

Con triangulos.

Figura 4. Formacion del poligono de la Pata de Gallo a partir de diversos

poligonos

A continuacién estudiaremos los movimientos e isometrias que nos llevan a la
creacion del teselado de la Pata de gallo. Comenzamos con la figura original y
hacemos traslaciones de vector v de modulo la hipotenusa del triangulo rectangulo
isosceles que hemos empleado en su construccion, y luego con traslaciones de vector
u, perpendicular al v y con el mismo mddulo, para llegar al teselado final de la Pata

de Gallo (figura 6).

P v
-— N
N\
/. —,
N - -
-— - -"
\. u /
.=1 -
Figura 5. Generacion del teselado a partir del poligono.
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Figura 6. Teselado completo

En lugar de la segunda traslacion, se puede obtener por reflexion respecto a
rectas con la direccion de Vv situadas sobre los lados de la figura que corresponden con
los catetos del triangulo rectangulo e isosceles con el que hemos dibujado la tesela.
La construccion del teselado no es Unica por sus regularidades. En la figura 5
observamos que es invariante al aplicarle traslaciones de vectores vV y u, (y multiplos
enteros de U y Vv, naturalmente), pero también respecto a reflexiones de ejes segun la
direccion del vector v, situados en los lados mas externos de la tesela. No es simétrico
respecto a rectas que tengan la direccion del vector u, pues la figura original tiene un

solo eje de simetria, con la direccion del vector V.

Para buscar una baldosa que genere este teselado, estudiamos si es un teselado
tipo Escher, es decir, que se puede obtener a partir de un teselado regular. Como
hemos apreciado en la tesela, todos los angulos son multiplos de 45°, la hemos
construido a partir de cuadrados (y tridngulos rectdngulos e isdsceles, medios
cuadrados), lo que nos lleva a ver que deriva del teselado cuadrado. En la figura 7 se
puede ver como quitando y afiadiendo las distintas piezas se obtiene la figura original.
Hemos dibujado 8 maneras diferentes, pero el proceso es continuo, luego la baldosa

cuadrada puede situarse en cualquier posicion intermedia a las dibujadas.

11
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Figura 7. Construccion de la baldosa cuadrada

1.4 Marco Teoérico

El marco teodrico de nuestro trabajo se fundamenta en alguno de los componentes del
sentido espacial, como es la visualizacion. A continuaciéon mostraremos una
descripcion general de la visualizacion con algunas definiciones, para una mejor
compresion, ademas de destacar su importancia en la didactica de la matematica.
Posteriormente mostraremos el modelo de visualizacion geométrica de Gutiérrez

(1996).

1.4.1 Visualizacion

En numerosos documentos se ha destacado la importancia de la representacion de los
conceptos matematicos. Las representaciones son imagenes externas que sirven para
aludir a estos conceptos. En su analisis del papel de las representaciones, Encarnacion
Castro y Enrique Castro (1997) sefialan: Cada ser humano lleva en si mismo, en sus
facultades de percepcion sensorial, una via de acceso al conocimiento. (...) Los
sentidos desempefian un importante papel en los procesos de aprendizaje que
requieren la mediacion de la inteligencia. (....) El conocimiento matemaético se
percibe y se transmite, prioritariamente, mediante dos canales; el auditivo y el visual.
(Castro y Castro, 1997, p. 95).

12
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Como vemos, la audicion de mensajes y la percepcion de imagenes externas
son claves en el proceso de aprendizaje-ensefianza de las matematicas. La captacion
de imagenes externas, mediante la creacion de imagenes internas y la construccion de
relaciones entre ellas, es una primera idea sobre visualizacion. En este trabajo nos
centramos en la visualizacién puesta en juego al resolver tareas de aprendizaje,
concretamente examinaremos las habilidades visuales que manifiestan al resolver

tareas de identificacion geométrica los alumnos del Grado de Educacion Primaria.

Concretaremos mas la idea de visualizacion, mostrando definiciones de

visualizacion dadas por algunos investigadores en educacién matematica.

Dreyfus (1995) define imagineria visual como el uso de iméagenes
mentales con un fuerte componente visual. Presmeg (1994) define imagen visual
como la escena mental que representa informacion visual o espacial, con o sin la
presencia de una representacion externa y las clasifica en pictoricas concretas,

patrones, imagenes de formulas, cinestésicas y dinamicas.

Arcavi (2003) siguiendo las definiciones de Zimmermann y Cunningham
(1991) y Hershkowitz et al. (1989), sefiala que la visualizacion es la habilidad, el
proceso y el producto de la creacion, la interpretacion, el uso y reflexion acerca de
dibujos, imégenes, diagramas en nuestra mente, en papel o con herramientas
tecnologicas, con el propdsito de describir y comunicar informacion, pensando y

desarrollando previamente ideas desconocidas y avanzando entendimiento

Utilizando la definicion que hace Gutiérrez (2006), entendemos la
visualizacion como el conjunto de tipos de imdagenes, procesos y habilidades
necesarios para que los estudiantes de geometria puedan producir, analizar,
transformar y comunicar informacién visual relativa a objetos reales, modelos y

conceptos geométricos

Norma Presmeg en su ponencia en el Trabajo de grupo 20, Visualizacion en la
ensefanza y aprendizaje de la matematicas, impartida en el ICME 11 de 2008
(Presmeg 2008), sefiald que los aspectos visuales de la ensefanza y el aprendizaje de
las matemdticas han ganado una mayor atenciéon en las ultimas tres décadas,
habiéndose mostrado utiles varias teorias para interpretar los resultados de las

investigaciones empiricas en este campo.
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Entre estas teorias destaca la propuesta de Angel Gutiérrez, de la Universidad
de Valencia, de la que Presmeg (2006) referencia el documento que elaboré Gutiérrez
(1996), Visualization in 3-dimensional geometry: In search of a framework, para el
20 PME. En este documento hace una unificacion de teorias (Bishop, 1989; Del

Grande, 1990; Presmeg, 1986) para identificar la visualizacion.

Para explicar con mas detalle estos elementos y su interaccion, analizaremos
los aspectos relativos a imagenes y representaciones y unificaremos los relativos a
procesos y habilidades, completando con la presentacion del marco tedrico

establecido por Gutiérrez (1996).

Presmeg (1986) realiz6 una clasificacion de cinco tipos de imdgenes para las
matematicas: imagenes concretas pictoricas, de férmulas, de patrones, cinéticas y
dinamicas. Lo que hace referencia a representaciones mentales que el individuo tiene
de los objetos fisicos, de las relaciones, de los conceptos. Estos procesos mentales son

los que el individuo utiliza en las distintas tareas matematicas.

Bishop (1989) sefiala que la visualizacion tiene dos tipos de procesos en el uso
de imagenes, también mentales, diferenciando entre procesamiento visual (VP) e
Interpretacion de informacion figurativa (IFI). El primero se refiere a la conversion en
imagenes de informacion abstracta o no figurativa y también el proceso de
transformacion de unas imagenes visuales ya formadas en otras. El segundo es un
proceso de compresion e interpretacion de representaciones visuales para extraer la

informacion que contienen.

Los estudios de Presmeg y Bishop analizan la visualizacion como cualidad
para el aprendizaje matematico, sin centrarse en algun contenido especifico. Para
referirnos a la visualizaciébn en geometria, utilizamos el modelo elaborado por
Gutiérrez (1996), en la que considera la visualizacion integrada por cuatro elementos

principales:

1. Imagen mental: tipo de representacion cognitiva de un concepto o

propiedad matematica por medio de elementos visuales o espaciales.

2. Representacion externa: cualquier tipo de representacion grafica o verbal de

conceptos o propiedades, incluyendo dibujos, esbozos, diagramas, etc., que
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ayudan a crear o transformar imagenes mentales y hacer razonamiento

visual.

3. Procesos de visualizacion: acciones mentales o fisicas en que estan

involucradas las iméagenes.

4. Habilidades de visualizacion para realizar los procesos necesarios con
imagenes mentales especificas para un problema dado. Dependen del

problema matematico a resolver y de las imagenes creadas.

1.4.2 Habilidades de visualizacion

El papel de las imagenes es muy importante, pero su tratamiento investigador es
complejo, pues no es facil apreciar qué y cOmo se manejan estas imagenes. Nos
vamos a centrar en las habilidades de visualizaciéon que ponen en juego los futuros
maestros. Para ello nos basamos en la propuesta de Del Grande (1990), quien segun
Gutiérrez hace “Una relacion bastante detallada de la habilidades que pueden
integrar la percepcion espacial de un individuo, obtenida uniendo las propuestas de
diversos autores y que se refiere a un contexto mas amplio que el de la geometria”
(Gutiérrez, 1992, p. 45).

Del Grande (1987, 1990) hace una recopilacion de las habilidades necesarias
para realizar los procesos anteriores con las imagenes, seleccionadas a partir de los
trabajos de Hoffer (1977). De esta forma propone siete habilidades de visualizacion
de la percepcion visual en geometria, necesarias para integracion de la percepcion

visual, y da algunas caracteristicas de las mismas. Son las siguientes:

a) Coordinacién ojo-motor: habilidad para seguir con los ojos el movimiento de
los objetos de forma agil y eficaz.

b) Percepcion figura-contexto: habilidad para reconocer una figura aislandola de
su contexto.

c) Conservacién de la percepcion: habilidad para reconocer que un objeto
matematicos mantiene su forma aunque este girado o no pueda verse en su
totalidad.

d) Percepcion de la posicion en el espacio: habilidad para la relacionar la
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posicion de un objeto con un mismo o con otro objeto.

e) Percepcion de las relaciones espaciales: habilidad que permite identificar
correctamente las caracteristicas de las relaciones entre diversos objetos
situados en el espacio.

f) Discriminacion visual. Habilidad que permite comparar varios objetos
identificando sus semejanzas y diferencias visuales.

g) Memoria visual. Habilidad para recordar las caracteristicas visuales y de
posicion que tenian en un momento dado un conjunto de objetos que estaban a

la vista pero que ya no se ven o que han sido cambiados de posicion.

1.4.3 Area problematica de investigacion

Una vez definidos los elementos del marco tedrico concretamos que pretendemos
estudiar qué habilidades visuales ponen en juego los alumnos de Grado de En
Educacion Primaria a la hora de enfrentarse a la tarea de detectar regularidades

geométricas en un tejido.

Con objeto de delimitar esta area problematica, pasamos a continuacion a
hacer la revision bibliografica de problemas similares, antes de definir el problema

preciso.

1.4.4 Estado de la cuestion

Esta revision bibliografica es una parte importante de nuestro trabajo, ya que nos
interesa dar credibilidad y legitimidad a la investigacion (Cohen y Manion, 2006).
Hemos revisados las actas del 36° congreso del PME, los grupos de trabajo
Visualizacion en el aprendizaje y ensefianza de las matematicas de los ICME de 2008
y de 2012, ademas de otras investigaciones recogidas de diferentes fuentes de
informacion que son relevantes para nuestro estudio. Una fuente importante ha sido la

reciente tesis doctoral de unos de los directores del trabajo (Ramirez, 2012).

En el 11° ICME celebrado en Monterrey en 2008, se recogen una gran
variedad de trabajos relacionados con nuestro campo de estudio en las que se refuerza
las ideas de la importancia de la visualizacion y el marco tedrico de Gutiérrez (1996).
En concreto en el articulo de Presmeg (2008) presentado para tal ocasion, recalca la

necesidad de una vision unificada de la estructura y los componentes de una teoria de
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la funcion de representacion visual, indicando que el marco de Gutiérrez (1996) va

encaminado al aprendizaje de las matematicas.

Algunas comunicaciones presentadas se ocupan de las imagenes y sus
correspondientes elementos. Asi, Acuia y Larios (2008) precisan que el aprendizaje
de la geometria necesita prototipos visuales (modelos anteriores de referencia), por lo
que los alumnos que no disponen de ellos encuentran dificultades en su aprendizaje.
Gagatsis, Panaoura, Elia, Stamboulidis y Spyrou (2008) sefialan que los alumnos
tienen dificultades para establecer conexiones y relaciones entre los diferentes
modelos de representacion y no consiguen dar una definicion adecuada al concepto de

eje de simetria.

Otras aportaciones sobre la visualizacion en matematicas son mas generales.
Rodriguez, Montiel y Cantoral (2008), sefialan que la visualizacién puede ayudar a
los estudiantes a predecir la convergencia o divergencia en el estudio de funciones,
permitiéndoles los resolver desequilibrios cognitivos. Soto (2008) sefiala que la
visualizacion se puede entrenar, especialmente al trabajar en grupo, tanto para los
estudiantes como para los profesores. Van Blerk, Christiansen y Anderson (2008)
concluyen que se puede mejorar el reconocimiento de las representaciones, incluso de
los diagramas mas complejos de los teoremas, a través de un entrenamiento de la

capacidad visual.

Los trabajos presentados en el 12° ICME, celebrado este afio en Seul, tienen
menor relevancia para nuestro trabajo, ya que estan mas ligados al empleo de las TIC
en la ensefianza y aprendizaje de la geometria. Destacamos tres investigaciones
concretas. En un estudio con alumnos en edad preescolar dirigido a explorar el
desarrollo de sus habilidades matematicas, se concluy6é que una serie de actividades
centradas en la visualizacion puede estimular el desarrollo de las habilidades
espaciales (van Nes & de Lange, 2012). Lee, Cho y Song (2012) indagan sobre como
pueden mejorar alumnos de educacidon primaria con baja habilidad visio-espacial, a
través de actividades en la que se estimula la creacion de imagenes 3d con el cuerpo.
También hay aportes acerca de la transicion de imagenes 2D a 3D con el programa
Cabri, en las que la visualizacion de las primeras (2D) ayuda a la resolucion y

compresion de las segundas (Hattermann, 2012).
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De la revision del 36° PME celebrado en Taipei, Taiwan, destacamos los
aporte del grupo de discusion: Visualization in Mathematics Education: Towards a
Future Research Agenda (Visualizacion en Educacion Matematica: Hacia una futura
agenda de investigacion), en el que se discuten las posibles lineas de investigacion. Se
hace referencia al articulo de Presmeg (2006), para distinguir entre objetos de
visualizacion, visualizacion introspectiva e interpretaciones de la visualizacion,
discutida con los aportes que hizo Gutiérrez (1996) sobre los términos representacion
externa, imagen mental, y proceso de visualizacion. Profesores de la UNED de
Madrid estudian el uso del video en la construccion de imagenes visuales externas,
para que el alumnado pueda construir imagenes mentales que le causan mayores
dificultades. Concluyen indicando que el video como recurso educativo puede
ampliar la visualizacion matematica y mejorar el aprendizaje (Rubia, 2012). Otro
aportacion interesante es el estudio de Forythe (2012), que analiza como pueden
comprender mejor elementos de geometria euclidea, estudiantes de 13 afios, a través
del “arrastre” empleado en Software de Geometria Dindmica, ya que suministra

posibilidades visuales que les ayuda a conceptualizar las construcciones geométricas.

Nuestro estudio pretende indagar sobre las habilidades visuales de los futuros
profesores, partiendo de que estas contribuiran a desarrollar actividades que influyan
sobre la visualizacion de los estudiantes. Otras investigaciones revisadas analizan esta

conjetura.

De los estudios que relacionan el uso de la visualizacion de los profesores y de
los alumnos (Pitta-Pantazi y Christou, 2009; 2010), destacamos el de Presmeg (2006)
en el que estudia la relacion entre los resultados de los alumnos y el tipo visual del
profesor, encontrando poca relaciéon entre la visualizacion matemdatica de los

profesores y su utilizacion en clase.

En un estudio anterior, Presmeg (1986) afirmaba que lo mas efectivo es
procurar en profesores y alumnos el pensamiento ambidiestro, es decir, estar
capacitados para emplear métodos visuales y métodos o no visuales. Coincide en ello
con Zazkis, Dubinsky y Dautermann (1996) que proponen un método alternativo para
describir el proceso de ensefianza, que combina el método visual con las estrategias

analiticas.
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La influencia del uso de la visualizacion del profesor en el trabajo de sus
alumnos queda manifestado en los estudios de Zodik y Zaslavsky (2007), en los que
presentan ejemplos de diagramas usados en las lecciones de geometria y sefialan la
importancia de que el profesor sea consciente del potencial impacto que tiene sobre el
aprendizaje de sus alumnos. Los autores indican que las imdgenes pueden ayudar o
perjudicar (por pérdida de generalidad, por ejemplo) y muestran ejemplos de cémo la
utilizacion de un determinado prototipo en un problema puede llevar a una resolucion
incorrecta. Realizan un estudio sobre la eleccion y el uso de ejemplos en las clases de
matematicas, observando 54 lecciones de 5 profesores diferentes, que imparten a 15
grupos de estudiantes de primaria (3 y 6 grado) y secundaria (9 grado). Consideran
que siete de las clases fueron de alto nivel y 6 de nivel medio y bajo, concluyendo que
la eleccion de ejemplos es un aspecto significativo del conocimiento del profesor y

deberia formar parte de los programas de educacion

En un estudio sobre el desarrollo de las habilidades, medidas con un test, a 40
estudiantes para profesores de matematicas se les paso un test de visualizacion
“Purdue Spatial Visualization” antes y después del experimento. Usaron Cabri 3D
durante 8 semanas. El andlisis en las diferencias de los test muestra que el soporte
informatico contribuyo al desarrollo de las habilidades espaciales (Guven y Kosa,

2008).

En el contexto de alumnos con talento matematico, Ramirez (2012) realiza un
analisis de las habilidades de visualizacion que estos alumnos manifiestan durante
tres sesiones de enriquecimiento curricular. De este trabajo destacamos el marco
teorico para determinar los elementos que componen la visualizaciéon en un entorno
geométrico y el procedimiento utilizado para categorizar y registrar la manifestacion

de las habilidades.

En resumen, las investigaciones revisadas muestran el interés actual sobre la
visualizacion, la importancia de emplear TIC en la ensefianza de la geometria, en
general, y la visualizacion en particular, y enfatiza la importancia de la formacion del

profesor sobre su actuacion en clase de geometria.
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Capitulo 2. Objetivos y preguntas de investigacion

Este apartado estd dedicado a describir los objetivos y preguntas que seran nuestros
fines investigativos. Para ello comenzamos por indicar los objetivos y las preguntas
de investigacion que guiaran el disefio. Los objetivos y preguntas son imprescindibles
para definir y orientar nuestra investigacion. Partiremos de un objetivo general que
intentaremos alcanzar a través de unos objetivos especificos. Para ello nos haremos
una serie de preguntas que nos ayudardn a indagar para cubrir todos los objetivos,
ademas ser la razon que nos guiara en la indagacion del campo de estudio que hemos

seleccionado.

2.10bjetivo general.

Nuestro objetivo principal es describir las habilidades visuales que manifiestan los
futuros docentes de educacion primaria al enfrentarse a la tarea de deteccion de
regularidades geométricas de un tejido. Para este fin nos ayudaremos de los siguientes

objetivos especificos.

2.2 Objetivos especificos

Los objetivos especificos estructuran la investigacion, orientando el disefio y nos
ayudan a alcanzar el objetivo general, ya que son pequeios propdsitos que daran

sentido a nuestro trabajo. Los objetivos especificos que hemos seleccionado son:

O1 Examinar qué habilidades visuales son necesarias para resolver una actividad
geométrica: examinar las regularidades geométricas de un tejido.

02 Identificar que habilidades ponen de manifiesto los alumnos de magisterio al
resolver esta actividad.

O3 Relacionar las actividades planteadas con las habilidades visuales

manifestadas por los estudiantes.

2.3Preguntas

a) ¢Qué habilidades de visualizacidon son necesarias para afrontar las actividades

propuestas?
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b)

c)

d)

(Cuales de estas habilidades se manifiestan en la resolucion que hacen los
estudiantes de la actividad planteada?

(Cual o cudles son las habilidades de visualizacién que se manifiesten en mas
ocasiones? ;Cual o cuales son las que se manifiestan en menos ocasiones o
con mayor dificultad?

(Qué tipo de actividad sera las que mas contribuya a la manifestacion de las

habilidades de visualizacién?
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Capitulo 3. Marco metodoldgico

En este capitulo definiremos el marco metodoldgico, caracterizando el tipo de
investigacion desarrollada, asi como la descripcion de los elementos que la
componen: contexto, sujetos, variables e instrumento de recogida de informacion.
Para terminar el capitulo describiremos el procesos de investigacion en el que hemos
incluido una caracterizacion necesaria para el andlisis de contenido de las habilidades

por un lado y de las respuestas de alumnado por otro.

3.1Tipo de investigacion

Siguiendo los criterios para tipificar las distintas variables de investigacion
(Gutiérrez, 1997), nuestro trabajo es una investigacion aplicada, de naturaleza
descriptiva, ya que analizamos un suceso (respuestas de alumnos). Segun la
dimensién temporal es un estudio transversal realizado en un momento determinado.
El analisis de los datos se ha realizado de manera cualitativa, aunque necesitamos un
andlisis para la codificacion y valoracion de las repuestas escritas de los alumnos, que
realizaremos a través del analisis de contenido. Si hablamos de los participantes del

estudio nuestra muestra ha sido intencional y por disponibilidad.

3.2Elementos de la investigacion

Para poder seguir con el disefio de la investigacion pasaremos a definir los elementos
caracteristicos de nuestro trabajo. Comenzaremos describiendo el contexto en el que
se sitla, para pasar a describir los sujetos que han participado y las variables que

hemos estudiado.

3.2.1 Contexto

El estudio tiene lugar en una practica de la asignatura Bases Matematicas para la
educacion Primaria de primer curso en el Grado de Maestro de Primaria en la
Universidad de Granada. Los alumnos previamente han realizado una practica
individual (anexol) en la que han trabajado los contenidos que posteriormente le
seran de utilidad para la practica de grupo (anexo 2), consistente en la elaboracion de

un informe en el que recojan el estudio sobre la teselacion de la Pata de Gallo. Este
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informe se realiza en horas no lectivas en las que el alumnado dispone de toda la

bibliografia y medios necesarios para poder resolverla.

3.2.2 Sujetos

Los sujetos que componen nuestra muestra son alumnos de la Universidad de
Granada del primer Grado en Educacion Primaria, de la asignatura, Bases
Matematicas para la educacion Primaria. Dichos estudiantes se encontraban
agrupados en 13 grupos, la mayoria de cuatro componentes. Los sujetos de nuestra
investigacion son los grupos, por lo que la muestra se compone de 13 unidades. Se
trata de una muestra intencional, aprovechando la disposicion de la informacion

derivada de los trabajos de estos grupos.

3.2.3 Variables

Nos interesa estudiar las habilidades de visualizacidon puestas en juego por los grupos,
por lo que la variable de estudio son las habilidades. De las siete habilidades de
visualizacion propuestas por Del Grande (1990), hemos seleccionados tres porque son
las que en mayor medida tienen que ponerse de manifiesto en las tareas realizadas.
Aunque seria muy interesante analizar la totalidad de las habilidades de visualizacion,
hemos apreciado que las actividades no hacen facil realizar tal analisis. No
pretendemos decir que en alguna ocasion no manifiesten tales habilidades, pero el
bajo uso requerido en las actividades, asi como lo poco que se pueden apreciar en los
datos examinados (los informes finales de la practica), nos hacen decir que no tienen

relevancia en el estudio.

Las habilidades de visualizacion seleccionadas en el estudio por su relevancia,
tienen que ver con: dibujar, analizar y caracterizar figuras geométricas, siempre en el
plano. Estas habilidades son: Coordinacion ojo-motor, Percepcion figura-contexto y

Percepcion de las relaciones Espaciales.

Para estudiar cuando se manifiestan las habilidades hemos completado el
estudio que hicimos de la teselacion (ver punto 1.3), resolviendo concretamente las
actividades planteadas. Hemos de reconocer que el trabajo propuesto, elaborar un
informe final de la practica realizada, da a los estudiantes la posibilidad de responder

de distintas formas, pese a que se le indiquen algunos puntos que deben tratar.
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3.2.4 Instrumento de recogida de informacién

La informacién se ha recogido de los informes finales de la practica que realizaron los
diferentes grupos de alumnos, para la asignatura Bases Matematicas para la educacion

Primaria (anexo 3).

3.3 Proceso de investigacion

Una vez definido y caracterizado el tipo de investigacion, asi como los elementos de
la investigacion, pasaremos a describir el proceso de investigacion, en el que hemos
realizado una caracterizacion tanto de las variables por habilidades de visualizacion

como de las respuestas de los alumnos por las destrezas manifestadas de los alumnos.

3.3.1 Caracterizacion

Para poder caracterizar las habilidades hemos realizado un proceso de triangulacion,
que ha supuesto un proceso laborioso cognitivamente, pero a la vez mas
enriquecedor. A través de la triangulacion pudimos pulir la seleccion de variables a
analizar para cada actividad, ademas de caracterizar las respuestas de los alumnos

para cada actividad.

Hemos analizado estas variables a través de las correspondientes habilidades
de visualizacion, realizando la tabla 1 en la que se puede comprobar que es lo que se
analiza en cada una de las actividades. Para poder examinar las habilidades de
visualizacién puestas en juego, hemos establecido una correspondencia entre las

habilidades y destrezas asociadas a la resolucion de la tarea propuesta:

a) Coordinacion ojo-motor: en la que se analizado si dibujaban lo que se pedia en
cada una de las actividades que se pedia que hiciesen algtn dibujo.

b) Figura-contexto: en la que se analizado si describian e identificaban las figura
que se le pedia y los elementos pertinentes en cada actividad.

c¢) Relaciones espaciales: en la que se ha analizado la caracterizacion e
identificacion de cada uno de los elementos necesarios en el movimiento o

transformacion de las figuras.

Esta caracterizacion se muestra en la tabla 1. En la actividad B la habilidad

Coordinacion ojo-motor y la habilidad Percepcion de las Relaciones Espaciales no
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son relevantes para resolverla, ya que se le piden explicitamente destrezas propias de
la habilidad Percepcion de la Figura Contexto. Del mismo modo ocurre en la

actividad C, ya que no es necesaria la habilidad Coordinacion ojo-motor.
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Tabla 1.

Caracterizacion de las habilidades por actividad.

Actividad

Habilidades

Ojo-Motor

Figura-Contexto

Relaciones Espaciales

Dibujar una tesela de esta teselacion e indicar
qué tipo de poligono es.

Sefialar qué movimientos hay que aplicar a la
tesela para obtener la teselacion completa,
identificando los elementos de estos
movimientos..

Dibujar una baldosa con la que formar la pata de
gallo s6lo mediante traslaciones.

Relacionar la teselacion de la pata de gallo con
las teselaciones regulares, indicando qué
poligono regular permite obtenerla

Dibujar una baldosa con la forma de un poligono
regular que permita obtener la teselacion de la
pata de gallo.

Mostrar todo ello sobre un dibujo de la
teselacion de la Pata de gallo

Dibuja la figura minima

No relevante

Dibuja la baldosa que
permite obtenerla con
traslaciones

No relevante

Dibuja una baldosa con
la forma de un poligono
regular

Dibuja la teselacion (en
linecaoen By N,
manteniendo angulos y
proporcion.

Identifica la figura minima para obtener la
teselacion respetando sus proporciones

Identifica los movimientos y elementos
necesarios para construir la teselacion
(eje, vector, reflexion, traslaciones)

Identifica una baldosa que permite obtener
la teselacion solo con traslaciones
(cuadrado)

Identifica la teselacion con otras
teselaciones regulares (cuadrada)

Identifica la baldosa con la forma de un
poligono regular para obtener la pata de
gallo (lineas o blanco y negro)

Identifica la teselacion completa (en linea
o en blanco y negro) correctamente,
manteniendo angulos y medidas de

segmentos.

Caracteriza el poligono describiendo sus
caracteristicas (lados, angulos, vértices,
lineas auxiliares, nombre)

No relevante

Comprueba como se forma la teselacion
son con traslaciones a partir de la baldosa
dibujada(palabras o dibujo)

Identifica las deformaciones que hay que
realizar a un cuadrado para obtener la tesela

Caracteriza los elementos de la baldosa
para construir la teselacion (vector,
traslacion)

Identifica los movimientos que dejan
invariante la teselacion.(en ocasiones puede
identificarlos en otras actividades)
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Capitulo 4. Analisis de datos y resultados

En este capitulo se presenta un informe con los resultados que hemos obtenido en el
proceso de investigacion, después de haber caracterizado las respuestas de los
alumnos. Para ello hemos elaborado una tabla de codificacion que mostramos en el

apartado correspondiente.

4.1 Codificacion de respuestas

Para la codificacion de las respuestas hemos realizado una plantilla (tabla 2, 3, 4, 5, 6
y 7) en la que se han caracterizado la manifestaciones de cada grupo para comprobar
si se manifestaba la habilidad requerida en cada una de las actividades y se han
aplicado los criterios de correccion. Una vez caracterizado las repuestas se ha
procedido a la cuantificacion de las respuestas (tabla 9) de los alumnos para cada una

de las actividades. Estas manifestaciones se han valorado con 0, 1y 2.
0 = cuando no manifiesta la habilidad (pese a pedirla explicitamente).
1 = cuando manifiesta la habilidad pero incompleta.
2 = cuando manifiesta la habilidad completa.

En esta valoracidon no se ha tenido en cuenta el rendimiento, s6lo si se
manifiestan las habilidades visuales pertinentes para cada actividad. Consideramos
que una destreza se ha manifestado de manera completa cuando el alumno la
manifiesta correctamente. En caso de cometer errores al utilizarla o no hacerlo de una

manera completa, se considera un uso incompleto de dicha habilidad.

En algunas ocasiones la habilidad no se manifestaba en la actividad requerida,

pero si en otra. En este caso se ha valorado por correcta y sefializado con un asterisco.

En la tabla 8 se han separado por habilidad, cuantificando las respuestas para
comprobar la frecuencia con la que cada grupo ponen de manifiesto la habilidad tanto
de manera completa (2) o incompleta (1). Por ejemplo, el grupo 1 en la actividad A ha

manifestado de manera completa las tres habilidades.
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En la tabla 9 se ha sumado la cantidad total de manifestaciones incompletas
(nimero de unos) y las completas (nimeros de doses), para poder cuantificar las
veces que ponen de manifiesto dichas habilidades. Por ejemplo, el grupo 1 ha
manifestado de manera incompleta la habilidad de Percepcion de las relaciones
espaciales en una unica ocasion y en cambio lo ha hecho de manera completa en 3
ocasiones. En esta tabla también se ha registrado el uso global de la manifestacion al
sumar todas las manifestaciones tanto de manera incompleta como correcta. Por
ejemplo, del grupo 1 se ha registrado una unica manifestacion de manera incompleta
y 9 de manera correcta (han obtenido un 1 y 9 doses). A partir de estos datos,
podemos valorar el uso global de la visualizacion diciendo que han manifestado las
habilidades en 10 ocasiones. También en esta tabla se ha obtenido la proporcion de
habilidades manifestadas completas respecto al uso total de la habilidad en tanto por
ciento. Por ejemplo, el grupo 1 ha manifestado las habilidades de manera completa en

el 90 por ciento de las ocasiones de las que se han registrado.

Para facilitar el analisis, se han coloreado en azul las puntuaciones mas
favorables para el uso correcto de la visualizacion (valores mdas altos en
manifestaciones completas, mas bajos en incompletas) y en rojo las menos favorables
(més altos en manifestaciones incompletas y mas bajos en completas). También se
han coloreado en azul la mayor manifestacion total de habilidades y porcentaje de

correccion (andlogamente en rojo para las menores).

Finalmente se han registrado algunas Observaciones para cada grupo donde se
seflalaban aspectos interesantes relativos al analisis y se ha creado la tabla 10 para
analizar las habilidades completas ¢ incompletas para cada actividad. Por ejemplo,
para la habilidad Coordinacion Ojo-Motor, ha destacado que no ha habido ninguna
manifestacion incompleta en la actividad C y 12 manifestaciones completas en la F.
En cambio, en la actividad E se han producido los valores mas altos de

manifestaciones incompletas (4) y el mas bajo de completas (6).
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Tabla 2. Actividad a) Dibujar una tesela de esta teselacion e indicar gue tipo de poligono es
Habilidades para esta actividad
Grupo Coordinacion Ojo-motor Percepcion Figura-contexto Percepcion de la relaciones espaciales

2. Dibuja la tesela correcta y hace

2. Describe lados, angulos, vértices y colores

1 . 2. Identifica lineas auxiliares
referencia al blanco y negro
) 1. Dibuja una tesela alargada no 1. identifica la tesela pero NO respecta las | 2. Describe lados, angulos, vértices y fig.
respetando la proporcion proporciones geométricas
3 2. Dibuja la tesela correcta. 2. Identifica la tesela 2. Describe lados y angulos.
0. No dibuj i leta ma 0. No identifica la tesel i dibuja 1
4 © Cibuja pero Sl compreta mas © identitica fa tesefa pero SLADWA ™ 1§ NO habla de las figuras y sus caracteristicas.
adelante la teselacion correcta. final
5 2. Dibuja la tesela 2. Identifica la tesela minima. 0. No dice nada de las caracteristicas del poligono.
6 1. Dibuja la tesela (en otra actividad) 1. Identifica la tesela (en otra actividad) 1. Caracteriza el poligono pero solo habla de lados
pero cree que la tesela es un cuadrado. pero cree que la tesela es un cuadrado. y en otra actividad
2. Dibuja la tesela como un 2. Identifica la tesela (como un . ,
1. No habla de caracteristicas del poligono aunque
7 paralelogramo (mayor grado de paralelogramo (mayor grado de . , o
L C si de otro poligonos interiores.
visualizacion visualizacion)
8 2. Dibuja bien la tesela 2. Identifica la figura minima 1. Identifica lados pero no angulos ni vértices.
9 2. Dibuja bien la tesela 2. Identifica la figura minima 1. Identifica lados pero no angulos ni vértices.
10 2. Dibuja bien la tesela 2. Identifica la figura minima 2.Caracteriza el poligono por sus lado
11 2. Dibuja bien la tesela 2. dibuja bien la tesela 0. No habla de caracteristicas del poligono.
2'. La dibuja bi la siguient o o . , ,
12 ) 2,1 fotja bien en 4 siguietite 2*. La identifican la siguiente actividad 2. Describe lados, angulos, vértices y colores
actividad
o 2. Describe lados y tipo de poligono por sus
13 2. Dibuja bien la tesela 2. Identifica la figura minima

angulos.
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Tabla 3. Actividad B) Sefialar qué movimientos hay que aplicar a la tesela para obtener la teselacién completa, identificando los
elementos de estos movimientos (donde esté el eje, caso de reflexiones, el centro y angulo en caso de rotacion y el vector, en las
traslaciones).

Grupo Percepcion de la relaciones espaciales
1 2. Identifica los movimiento y elementos necesarios para obtener la teselacion (vectores y traslacion)
2 1. Solo identifica los movimientos pero no sus elementos (vector, eje..)
3 2. Identifica los movimiento y elementos necesarios para obtener la teselacion (vectores y traslacion)
4 1. Sélo identifica traslaciones verticales que no completarian la teselacion
5 2. Identifica los movimiento y elementos necesarios para obtener la teselacion (vector, simetria, traslacion)
6 2. Identifica los movimiento y elementos necesarios para obtener la teselacion (vectores y traslacion
7 2. Identifica los movimiento y elementos necesarios para obtener la teselacion (vectores y traslacion)
8 1. Sélo identifica los movimientos pero no sus elementos (vector, eje..)
9 2. Identifica los movimiento y elementos necesarios para obtener la teselacion (vectores y traslacion)
10 2. Identifica los movimiento y elementos necesarios para obtener la teselacion (vector, simetria, traslacion)
11 1. Solo identifica traslaciones horizontales que no completaria la teselacion
12 2. Identifica los movimiento y elementos necesarios para obtener la teselacion (vector, simetria, traslacion)
13 1. solo identifica traslaciones horizontales que no completaria la teselacion
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Tabla 4. Actividad c)Dibujar una baldosa con la que formar la pata de gallo sélo mediante traslaciones
Grupo Coordinacion Ojo-motor Percepcion Figura-contexto Percepcion de la relaciones espaciales
1 2. Dibuja la baldosa correcta 2. Identifica la baldosa que genera la | 1. Comprueba la formacion de la tesela mediante un

teselacion solo con traslaciones

dibujo, pero solo horizontalmente.

2. Identifica la baldosa que genera la

2. Comprueba la formacion de la tesela mediante un

2 2. Dibuja la baldosa correcta ., . o
teselacion solo con traslaciones dibuyjo.
3 2. Dibuja la baldosa correcta (con 2. Idenj[i,ﬁca la baldosa que' genera la 0. NO comprueba la formacion de la teselacion,
colores) teselacion solo con traslaciones
2. Dibuja la bald t 2. Identifica la bald 1
4 ibuja la baldosa correcta (con en.l, 1ca “a bardosa que. BEnEraia 1o, No comprueba la formacidn de la teselacion.
colores) teselacion solo con traslaciones
2. Identifica la bal 1 2. la fi i0 1 1 i
5 2. Dibuja la baldosa correcta denju' ica la baldosa que? genera la - CQmpmeba a formacion de la tesela mediante un
teselacion solo con traslaciones dibuyjo.
6 2. Dibuja la baldosa correcta 2. Idenj[{ﬁca la baldosa qu§ genera la 2: C(?mpmeba la fq@acmn de la tesela mediante un
teselacion solo con traslaciones dibujo.(en otra actividad)
7 2. Dibuja la baldosa correcta 2. 1den‘F1,ﬁca la baldosa que' genera la 2.. Cc.)mprueba la formacion de la tesela mediante un
teselacion solo con traslaciones dibujo.
2. Identifica la bal 1 2.N la fi i6 la tesel i
g 2. Dibuja la baldosa correcta den'lr ica la baldosa qu§ genera la 2.2 0 Compme.ba. a orrna01or% de la tesela pero si
teselacion solo con traslaciones indica los movimiento necesarios.
. ibuja | i ibuj . Identifi 1
9 0. No dibuja lo pedido (dibuja una gran | 0. Identifica una gran baldosa con 0. NO comprueba Ia formacion de la teselacion.
baldosa con mucha teselas) muchas teselas
10 2", Dibuja la baldosa correcta (con 2. Identifica la baldosa que genera la | 2. NO comprueba la formacion de la teselacion, pero si
colores) teselacion solo con traslaciones lo indica en otra actividad.
- 2. Identifica la bald | . .
11 2. Dibuja la baldosa correcta en.l, lca Ta baidosa que. generaia 1o, No comprueba la formacion de la teselacion.
teselacion solo con traslaciones
. ibuja | i ibuj . Identifi 1
12 0. No dibuja lo pedido (dibuja una gran | 0. Identifica una gran baldosa con 0. NO comprueba la formacién de la teselacion.
baldosa con mucha teselas) muchas teselas
2. Dibuja la bald t 2. Identifica la bald 1
13 buja la baldosa correcta (con entitica a baldosa que genera fa 0. NO comprueba la formacion de la teselacion.

colores)

teselacion solo con traslaciones
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Tabla 5.

Actividad d). Relacionar la teselacion de la pata de gallo con las teselaciones regulares, indicando qué poligono regular

permite obtener la “pata de gallo” y la forma en que hay que cambiar ese poligono regular para formar la tesela.

Grupo Percepcion Figura-contexto Percepcion de la relaciones espaciales
| 0. No identifica con otras teselaciones, pero si identifica un 0. Identifica la formacion a través de la deformacion.
cuadrado incorrecto.
) 0. No identifica con otras teselaciones, pero si identifica un 0. Identifica la formacion a través de unir triangulos que lleva a la
triangulo en algunas ocasiones erréneo. formacion correcta.
3 0. No identifica ni relaciona con otras teselaciones regulares. 0. NO referencias a la formacion de la tesela a través de la deformacion,
lo hace a través de varios poligonos.
4 1. No identifica ni relaciona con otras teselaciones regulares, | 2. Hace referencias a la formacion de la tesela (quitar una parte poner
aunque sefiala el cuadrado arriba)
5 2. Identifica y relaciona con otras teselaciones regulares. 2. Hace referencias a la formacion de la tesela (quitar una parte poner
arriba)
6 1. No identifica ni relaciona con otras teselaciones regulares, 0. NO referencias a la formacion de la tesela a través de la deformacion
aunque sefiala el cuadrado
7 1. No identifica con otras teselaciones, pero si identifica un 2. Identifica la formacion a través de unir tridangulos.
triangulo en algunas ocasiones erroneo.
g 1. No identifica ni relaciona con otras teselaciones regulares, 0. NO referencias a la formacion de la tesela a través de la deformacion
aunque sefiala el cuadrado
9 2. Identifica y relaciona con otras teselaciones regulares 2. Hace referencias a la formacion de la tesela (dividiendo en cuadros
por la diagonal)
10 1. No identifica ni relaciona con otras teselaciones regulares, 0. NO referencias a la formacion de la tesela a través de la deformacion
aunque sefiala el cuadrado
1 2. Identifica y relaciona con otras teselaciones regulares. 2. Hace referencias a la formacion de la tesela (quitar una parte poner
arriba)
12 1. No identifica ni relaciona con otras teselaciones regulares, 2. Hace referencias a la formacion de la tesela (quitar una parte poner
aunque sefiala el cuadrado arriba)
13 2. Identifica y relaciona con otras teselaciones regulares. 0. NO referencias a la formacion de la tesela a través de la deformacion.
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Grupos

Coordinacion Ojo-motor

Percepcion Figura-contexto

Percepcion de la relaciones espaciales

1

0. La dibujo mal

0. No logra identificar la baldosa

0. No hace ninguna caracterizacion de los elementos de

regular la baldosa
2. Dibuja la baldosa aunque habria 2. Identifica la baldosa aunque habria | 0. No hace ninguna caracterizacion de los elementos de
2 que inclinarla para obtener la que inclinarla para obtener la la baldosa
teselacion teselacion
3 2. Dibuja la baldosa en un cuadrado 2. Identifica la baldosa inclinada (pero | 0. No hace ninguna caracterizacion de los elementos de
ya inclinada. (pero en la actividad c) en la actividad c) la baldosa
4 2. Dibuja la baldosa en un cuadrado 2. Identifica la baldosa inclinada 0. Caracteriza los elementos de la baldosa pero erronea
ya inclinada.
5 2. Dibuja la baldosa en un cuadrado 2. Identifica la baldosa inclinada (pero | 2. Caracteriza los elementos de la baldosa cuadrada
ya inclinada. (pero en la actividad d) | en la actividad d)
6 2. Dibuja la baldosa en un cuadrado 2. Identifica la baldosa inclinada (pero | 2. Caracteriza los elementos de la baldosa cuadrada (en
ya inclinada. en la actividad c) la actividad b)
. 1. Dibuja una baldosa con varias 1. identifica una baldosa con varias 1. Habla de elementos de la baldosa pero no la dibuja
figuras (pero si en la actividad e) figuras, (pero si en la actividad e) bien.
2 1. Dibuja una baldosa con varias 1. identifica una baldosa con varias 1. Habla de elementos de la baldosa pero no la dibuja
figuras (pero si en la actividad c) figuras, (pero si en la actividad c) bien. (pero si en la actividad c)
9 0. Lo dibuja mal 0. identifica una baldosa con varias 1. Habla de elementos de la baldosa pero no le ayuda a
figuras identificarla.
10 1. La dibuja mal, pero bien en la 1. No identifica la baldose en esta 1. No habla de elementos de la baldosa
actividad d) actividad pero si en la actividad d)
1 0. La dibuja mal 1. Identifica una baldosa errénea (pero | 2. Habla de las caracteristicas de la baldosa en la
si lo hace bien en la actividad d) actividad f)
12 2. La dibuja bien 2. Identifica la baldosa regular. 2. Identifica elementos de la baldosa
13 1. Lo dibuja mal en esta actividad 1. Identifica una baldosa no regular, 1. Habla de elementos de la baldosa validos para una

pero no en la d)

pero si lo hace bien en la actividad d)

tesela no regular.

Actividad e) Dibujar una baldosa con la forma de un poligono regular que permita obtener la teselacion de la pata de gallo.
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Tabla 7. Actividad f) Mostrar todo ello sobre un dibujo de la teselacion de la Pata de gallo.
Coordinacién Ojo-motor Percepcion Figura-contexto Percepcion de la relaciones espaciales
1 2. dibuja la teselacion correcta 2. Identifica la teselacion 2. Identifica los movimientos que la dejan invariante.

En otra actividad

1. La dibuja mal, pero bien en la

1. La identifica mal, pero bien en la

2. Identifica los movimientos que la dejan invariante.

2 actividad c) actividad c) En la actividad b)

3 2. Dibuja la teselacion correcta en la | 2. Identifica la teselacion en la Actividad | 2. Identifica los movimientos que la dejan invariante.
actividad e) e) En la actividad a)

4 2. Dibuja la teselacion correcta 2. Identifica la teselacion 2. Identifica los movimientos que la dejan invariante.

En la actividad a)

5 2. Dibuja la teselacion correcta en 2. Identifica la 't'eselaci(')n en lineas y en | 2. Identifica los movimientos que la dejan invariante.
blanco y negro en la actividad C) blanco y negro™

6 2. Dibuja la teselacion correcta en 2. Identifica la ‘teselacién en lineas y en | 2. Identifica los movimientos que la dejan invariante.
lineas y en blanco y negro blanco y negro™

7 2. Dibuja la teselacion correcta 2. Identifica la teselacion 2. Identifica los movimientos que la dejan invariante.

8 2. La dibuja bien en la actividad e) 2. La identifica en la actividad e) 2. Identifica los movimientos que la dejan invariante

9 2. Dibuja la teselacion correcta en 2. Identifica la teselacion en blanco y 1. no Identifica los movimientos que la dejan
blanco y negro negro invariante, pero si construye la teselacion

10 2. Dibuja la teselacion en la 2. Identifica la teselacion en la actividad | 0. No identifica los movimientos que la dejan
actividad c) c) invariante.

11 2. Dibuja la teselacion correcta 2. Identifica la teselacion 2. Identifica los movimientos que la dejan invariante.

12 2. Dibuja la teselacion correcta 2. Identifica la teselacion en blanco y 2. Identifica los movimientos que la dejan invariante.

negro
13 2. Dibuja la teselacion correcta en 2. Identifica la teselacion en blanco y 2. Identifica los movimientos que la dejan invariante.

blanco y negro

negro
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Tabla 8. Identificacion de Habilidades en las respuestas de los alumnos
Actividades / habilidades
A B C D E F total
Grupo OM | FC | RE RE OM | FC | RE FC | RE OM | FC | RE OM | FC | RE
1 2 2 |2 2 2 2 |1 0| O 0 0|0 2 2|2 10
2 1 1] 2 1 2 2 | 2 0|0 2 2|0 1 12 12
3 2 2 |2 2 2 2|0 0| O 2 2|0 2 2|2 11
4 0 0|0 1 2 2|0 1|2 2 2|0 2 2| 2 10
5 2 2|0 2 2 2 |2 2|2 2 2|2 2 2|2 14
6 1 1)1 2 2 2 |2 1|0 2 2|2 2 2| 2 14
7 2 2 |1 2 2 2 | 2 1|2 1 1|1 2 2| 2 15
8 2 2 |1 1 2 2 |2 10 1 1|1 2 2|2 14
9 2 2 |1 2 0 00O 2|2 0 0|1 2 2 |1 10
10 2 2 |2 2 2 2 |2 10 1 1)1 2 2|0 13
11 2 2|1 1 2 2|0 2 |2 0 1] 2 2 2| 2 13
12 2 2 |2 2 0 0|0 12 2 2|2 2 2|2 12
13 2 2 |1 1 2 2|0 2|0 1 1)1 2 2|2 13
Tabla9. Suma de las manifestaciones por habilidades.
Habilidades.
oM FC RE Total )
Observaciones
Grupo| 1 |2 1|2 1|2 121> | %
1 013 3 13 19 | 10| 9
2 |2]2] |2 13 13171 12] 58 proporoion ente etividades
3 0|4 4 3 O 11 ] 11]100
4 013 1|3 1|2 21 8 10| 80 Dibuja un baldosa triangular
5 014 O 14| 14]100
6 113 1|4 4110 14| 71 No dibuja la figura minima
7 1|3 2|4 5110 15| 67 Paralelogramo fig. minima,
RN A R § | 14] 57 atdosa en una tsctacion
9 |02 0|3 302 317 10| 70 Desc“f;ﬁﬁ)g: tp;;);;gg(:lrllzrpre01sa,
10 113 213 1|3 419 | 13| 69
11 013 1|4 2|3 3110 13| 77
2 [ofa] [ils] [ofs] [ifolefe] oo
13 113 1|4 311 518 13| 62| Dibujar una baldosa triangular
total | 7 [39 14 43 18 | 20 39122161 | 76
% | 85 % | 75 % | 53
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Tabla 10. Habilidades completas e incompletas para cada variable (habilidad de visualizacion).

Coordinacién ojo-motor Percepcion figura-contexto Percepcion de }as relaciones
espaciales
Actividad | ceros | unos | doses Actividad | ceros | unos | doses Actividad | ceros | unos | doses
A 1 2 10 A 1 2 10 A 2 6 5
B no relevante B no relevante B 0 5 8
C 2 | o0 |11 C 2 | o0 | 11 C 6 | 1 | 6
D no relevante D 3 6 4 D 7 0 6
E 3 4 6 E 2 5 6 E 4 5 4
F 0 1 12 F 0 1 12 F 1 11
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4.2 Apreciaciones de los resultados.

De los resultados obtenidos, de un modo global, podemos afirmar que los alumnos
han manifestado las habilidades visuales en las tareas realizadas. La mayoria de los
grupos lo han hecho ademas correctamente. Pero para aportar unos resultados mas
especificos analizaremos los resultados segun habilidades concretas, indicadores

globales y tareas.

4.2.1 Segun habilidades concretas

En este apartado se responderd a las apreciaciones relacionadas con las habilidades
que han manifestado cada grupo, para el que se ha elaborado la tabla 11 en la que se
recogen el grupo que mas y que menos ha manifestado cada variable tanto en el caso

de las completas como en el de la incompletas.

Tabla 11. Grupos destacados en la manifestacion de habilidades completas e

incompletas.
+ ocasiones - ocasiones

n°
habilidad grupo n®veces  grupo

veces
Coordinacion OM uso incompleto 2 2 1,3,459,11 0
Coordinacion OM uso completo 3,5 4 2,9 2
Percepcion FC uso incompleto 2,6,7,8 2 3,5,9 0
Percepcion FC uso completo 5 5 2 2
Percepcion de la RE uso incompleto  8,9,13 3 3,5,12 0
Percepcion de la RE uso completo 5 5 13 1

De esta comparacion resaltamos que los grupos 3 y 5 han destacado por el uso

completo de las habilidades. En cambio, el grupo 8 lo ha hecho por su uso
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incompleto, debido principalmente a que comete errores al no identificar angulos,
vértices y elementos de los movimientos, no relacionar con otras teselaciones ni hacer

referencias a la formacién de la teselacion y no dibujar correctamente.

Segtn los indicadores globales (tabla 9), se puede apreciar como los grupos han
manifestado gran cantidad de habilidades, lo que puede indicar la presencia de las
habilidades visuales que hemos estudiado, aunque hay diferencia entre grupos y

varias apreciaciones.

Hay grupos que han utilizados menos habilidades visuales pero lo han hecho
correctamente (grupo 3, once de once) y otros grupos que han manifestado mas
habilidades pero muchas de ellas incompletas (grupo 7, cinco de quince y grupo 8,
seis de catorce). También destacamos los que han manifestado mas habilidades y lo
han hecho de manera correcta (grupo 5, catorce de catorce). Con estos datos se puede
apreciar los grupos que tienen mejor desarrollada las habilidades visuales han sido los

grupos 3y 5.

De las habilidades manifestadas de manera incompleta, destacamos los grupos
2 y 8, ya que no han respetado las proporciones de alguna actividad (grupo 2) y por
no han definido los conceptos geométricos (grupo 8, definiciones incompletas e

incorrectas).

En cuanto a las tres habilidades las que hemos analizado, hay grupos que han
manifestado mejor la habilidad Coordinacion ojo-motor (3 y 5), otros la habilidad
Percepcion figura-contexto (grupo 5) y otros la habilidad Percepcion de la relaciones
espaciales (grupo 5 y 12). Como podemos comprobar el grupo 5 es que mejor ha
manifestado todas las habilidades visuales. Se puede apreciar como los grupos 2, 8 y
13 son los que han manifestado en mas ocasiones las habilidades de manera

incompleta.

Es destacable que ha sido la habilidad Coordinacion Ojo-Motor en la que se
ha obtenido un porcentaje mayor en la correccion al utilizarla (en el 85 por ciento de
las ocasiones en las que se ha manifestado, los estudiantes lo han hecho de manera
completa). las situaciones que han dado el uso incompleta se debido a un dibujo que

no respeta las proporciones (grupo 1) o a un dibujo que ha confundido la baldosa con
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el poligono que forma la tesela (grupo 6). Los mismos grupos han manifestado la

habilidad Percepcion figura-contexto de manera incompleta por los mismos motivos.

En cambio la habilidad Percepcion de las Relaciones Espaciales ha sido la que
se ha manifestado de manera correcta en el menor porcentaje (53 %). El uso de
manera incompleta se ha debido a una caracterizacion y descripcion incompleta del

poligono que forma la tesela (grupo 3,5,9).

4.2.2 Segun uso global

Si observamos las manifestaciones globales en la tabla 9, las tres habilidades se han
manifestado méas de un modo completo que incompleto. La habilidad de la que mas
manifestaciones completas se ha registrado ha sido la Percepcion de la Figura-
Contexto (43 manifestaciones) y de la que menos ha sido la Percepcion de las
Relaciones Espaciales (20). Respecto al uso incompleto, ha sido la habilidad
Percepcion de las Relaciones Espaciales la que mas manifestaciones ha registrado

(18) y la que menos ha sido la Coordinacién Ojo-Motor (7).

Destacamos que se han registrado 161 manifestaciones correctas del uso de las
habilidades, frente a las 122 incompletas. En todos los grupos, globalmente, las
manifestaciones completas han sido superiores a las incompletas. Resaltamos que hay
dos grupos que han manifestado correctamente las tres habilidades de visualizacion
analizadas, obteniendo por tanto un cien por cien en el porcentaje de correccion. El
grupo que menor porcentaje ha obtenido en este sentido ha sido el grupo 8 que lo ha
hecho en un 57 %. Ya que han dibujado mal la figuras, han confundido conceptos a

la hora de realizar la tarea o han realizado definicidn o caracterizaciones incompletas.

4.2.3 Segun las tareas

En este apartado analizamos las habilidades segun las tareas para cada actividad
(tabla10). Respecto a la habilidad Coordinacion ojo-motor, la actividad C es en la
que menos manifestaciones incompletas se han manifestado ya que no se han
cometido errores. La actividad E es la que mas manifestaciones incompletas tiene ya
que los estudiantes dibujan mal la baldosa. Ademés también ha sido la que tiene

menos manifestaciones correctas. La actividad F es la que mas ha favorecido el uso
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correcto de la habilidad, ya que ha sido una recopilaciéon de todas las actividades

anteriores y se ven reflejadas en unas u otras actividades.

En cuanto a la habilidad Percepcion de la figura-contexto, en la actividad C no
se han cometido manifestaciones incompletas y ha sido la actividad F la que mas ha
favorecido el uso correcto de esta habilidad al identificar la teselacion. Destacamos
que en la actividad D es donde se han manifestado mas habilidades de un modo
incompleto y menos de un modo completo. Esto ha sido debido a que los estudiantes

no han identificado ni relacionado con otras teselaciones.

Para la habilidad Percepcion de las relaciones espaciales, destaca el uso
incompleto que los estudiantes han manifestado en la actividad A, al no caracterizar
correctamente el poligono e identificar sus elementos. También destaca el
comportamiento de los estudiantes en la actividad D, ya que, pese a no haber
manifestaciones incompletas, aparece un numero elevado de registros en los que no
se manifiesta. De la actividad F, destaca que casi todos los grupos (11) han
manifestado correctamente esta habilidad al identificar los movimientos que dejan

invariante la teselacion.
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Capitulo 5. Conclusiones.

Nuestra investigacion ha pretendido describir las habilidades visuales que ponen de
manifiesto los futuros docentes de Educacion Primaria en la resolucion de tareas
geométricas. El estudio de las habilidades visuales que los alumnos manifiestan nos
ha llevado a analizar profundamente la relacion entre las respuestas del alumnado y
estas habilidades. Se han podido alcanzar los objetivos planteados a través de los

distintos andlisis realizados, ademas de responder a las preguntas planteadas.

Se han comprobado las habilidades visuales que eran necesarias para la
resolucion de las tareas que se le plantaron en la practica de ensefianza. Se ha
realizado un andlisis de contenido que nos llevo a la seleccion de las habilidades
Coordinacion ojo-motor, Percepcion figura-contexto y Percepcion de las relaciones
espaciales. A través de esta seleccion se han podido comprobar las habilidades

manifestadas.

El andlisis de las habilidades manifestadas por el alumnado respondio al
segundo objetivo, caracterizando cada una de las respuestas de los alumnos logrando
una visién unificada del tipo de respuestas, de las que hemos extraido que la
Percepcion de las relaciones espaciales ha llevado al alumnado a un mayor conflicto
en la resolucion. Las manifestaciones incompletas se produjeron principalmente por
aspecto formales mas que por aspectos visuales, ya que lograban identificar la figura,

pero no describirla.

En las actividades analizadas se ha comprobado la relacion existente con las
habilidades y como debian manifestarse. Los resultados muestran que la habilidad
que mas han manifestado correctamente ha sido la Percepcion de la Figura-contexto,
haciéndolo correctamente en mas del 75% de las ocasiones. Hemos obtenido una
descripcion de los grupos segun sus habilidades que nos ha ayudado en la
clasificacion de los mismos, comprobando que los grupos que eran mas visuales en

unas actividades también lo eran en las demas.

Respecto al sentido espacial, la idea desarrollada en la tesis de Ramirez (2012)
ha manifestado que la actividad propuesta para nuestro estudio nos hacer ver lo

importante que es la coordinacidon entre varios habilidades y procesos para afrontar
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las tareas. Hemos observado que mayoritariamente los grupos que manifestaban una
habilidad correcta dentro de una actividad se comportaban del mismo modo con las

demas habilidades necesarias para su resolucion.

El analisis de los resultados nos ha dado respuesta a las preguntas. De las
habilidades estudiadas, la que més han manifestado ha sido la Percepcion figura-
contexto, y la que menos, la Percepcion de las relaciones espaciales. La actividad que
mas ha contribuido a la manifestacion de habilidades ha sido la actividad F. Obtenido

unos resultados que informan de cada uno de los componentes de nuestro trabajo.

Respecto a las limitaciones, reconocemos que el trabajo propuesto tiene
carencias en al andlisis de los datos que se podrian cubrir con grabaciones y
entrevistas, ademas de una construccion de la prueba en el que se puedan analizar
todas las habilidades propuestas por Del Grande (1990). Tampoco era nuestra
intencion para este trabajo de fin de master, ya que nuestra intencion ha sido realizar
un estudio exploratorio que nos permita introducirnos en el andlisis de las

Habilidades de visualizacion.

Las expectativas de futuros trabajos se centrarian en el disefio de actividades
relacionadas con las habilidades de visualizacion. Combinar el trabajo realizado con
la formacion de maestros para darle importacion a la visualizacion y al disefio de
tareas, ademas de indagar en el conocimiento de los estudiantes de manera mas

especifica, para aportar unos resultados mas ricos al problema de investigacion.
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Practica A: Recursos interactivos para el
estudio de las transformaciones geometricas

por—

AULA 1. Introduccion

INFORMATICA | Las transformaciones geométricas que conservan las distancias

son las raslaciones, las reraciones, las reflextones v los
deslizamientos, aungue é5t0z 500 una composicion de traslaciom v reflexnon,
De allas, solamente 1a reflexion ¥ el deshzamiento cambian la onentacion de las figuras.

1. Objetives
Los objetivos de esta practica son:
a) Explorar v uwhhzar Geogebra para el estudio de las transformaciones
zeometnicas lamadas isometrias.
b) Utlizar recursos en Intermet de geomefria dindmica para IecOnOCEr
elementos relacionados con las isometrias del plano que estan presenies en
objetos v obras artisticas.

3. Bibliografia ¥ recursos

Camillo, J. v Contreras, L. C. (2001). Transformaciones geométricas. En, Enr. Castro
(Ed.), Didactica de la matematica en la educacion primaria (pp. 427-445). Madnd:

Sintesis.

Godmo, J. D v Rmz, F. (2002). Geometria y su didactica para maesires. Edicion en
Internet: hitp:/'wwr uereslocalizodmo/edumat-maestros/. Dispomble también
en |z fotocomadora de 1a Facultad de Educacion. Unrversidad de Granada

4 Actividades

4.1 Trazlaciones

Instala v abre el programa Geogebra ' -
Construye un vector coalgmera, ¥ un polizono
parecido al de color mamon de la figura
adunta. —

Somete 3 ese poligono 2 una traslacion de ill= o i 5
vector u. Obtendras algo paresido al poligono i / i .
arul de la derecha, al gue lamamos figura
trasladada segin el vector . = 3

JComo es esta figura trasladada respecto al : X

original?
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e ba cambiado enire ambas fipuras?

Modifica con el puntero el vector. ;Cue le ocurre al poligono trasladado?

Pusdes hacer gque coineida con el polizono onginal? [ Como?

Utiliza el puntero para desplazar el vector (sin modificarle) basta que su onigen coincida
con el punte C. ;Donde se sitia el extremo del vector?

Fepite este desplazamuento del vector con otros puntos. Decimos que los pares de
puntos C v C; D v D°; E vE’, ete. son puntos homologo: de esta trazlacion.

Deafine lo que entiende: por punto: homologos en una traslacion.

Ahora modifica con el punters el polizono enginal, desplazando algun vértice. ;Que
ocwre? Explicalo en téminos de “puntos homologos™.

(Ous se necesita para obtener la fipura trasladada de otra?

4.1 Reflexiones (simetrias axiales)

Para hablar de reflexion necesitamos una recta, 4
sepmento o semirecta. 1razra una recta a que J
paze por dos puntos v que no sea vertcal At F
Construye un cuadnlaters concave, parecido al . E
de la figura adjuntz. Somete 3 eza figura 2 una
reflexion cuyo eje sea la recta a. E 7

Deazplaza con el puntero el cuadnlatero onminal
(s le powre al cuadnlaters magen o reflajado / 4
respecto de [a recta a7

Modifica la pendiente v la posicion de la recta a. ;Qus les pasa a los dos cuadrilaterosT

Mueve un vertice del cuadnlatero onigmal. [ Qe le ocurre 2 su homologe? [Chuén es su
homalogo?
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Une uwn verice € con su homologo C° mediante un segmento.

;Como son entre 51 CC v el eje de reflexnon?

(s e= la rectz 2 (gje de simetria) respecto de eze segmento CC7

MNombre el cuadnlatero ongmal sipuiende el senfide zantthorario, como por ejemplo en
esta figura adjunta: C. D E F. 51 respetas el zentido antthoranio, ;Como se nombra el
cuadrilatero magen?

Cuando esto ocmre se dice que estz transformacion cambia la onentacion de 1z figura ¥
es un movimiento mverso. [Es la traslacion un meovimiento mverso? ;Por que?

Fotacione:

Para realizar rotaciones necesitamos un angulo ¥ un
centro de gire O

]

Construyve dos segmentos AR v BC nmidos por un
exiremo comun B Define el angulo entre ellos e = B A
(herramienta angulo; nombrz los puntos BCA en este i
orden). Veras que se definre un angulo @ con su valor de
amplimd, que puedes vanar al mover los lados del
angulo.

Dnbwya un polipono cualquisra v s1t1a un punto fuera del B H
poligono. Eenombra ese punto con 1a lefra O (clic T
derecho, renombrar). Este punto es el centro de go. " -

[
Somete al poligono a un guo de centro O v angulo . [
Obtendras Eflgu m1dﬂ ala fizura adjunta. Cambia &l i o e g |
color de la figwra girada. —
Une mediante segmentos el punto O con un verfice v su !
homalogo. Por ejemplo OH v OH'. Mide el angulo R
HOH’ v comprueba gue es idenfico al angulo de gro que |
constrste al prnopio. Desplaza los lados del angulo il f
inicial modificando la amphitud del angule . i

Qg le oowre a la figura zirada’?
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;Puedes hacer gue coincidan ambas figuwras? En ese caso (Cuande mide el angulo de

5

giro?

Mombre el poligono onginal sigmendo el senfide anthorane, como por ejemplo en esta
figura adjunta: E.F - H.I 51 respetas el sentido antthorano, ;Como se nombra el

polizono magen?

LE= la rotacion un movimiento directo o inverso? ;Por que?

Composicion de tranzformaciones

Reflexiones de ejes paralelos

Traza dos rectas paralelas que no sean
verticales. Dibuja en la parte izquierda
(fuera de ambas rectas) un polizono.
Reahra la reflexion de este polizono
segim el primer gje. Cambia el color de
la figura obtenida (rojo). A
contmuacion refleja la figuwra obtemda
de la antertor reflexion en la otra recta.
Cambia también su color (zzul).

Mombra en sentido antthorano la figura

oniginal ¥ la roja. ;Ha cambiado la onentacion” [ Por que?

Wombra también en sentido antihorario la figura azul ;Ha cambiado su onentacion
respecto de la oniginal? ;Y respecto de larega? ;Por qua?

Une abhora mediante un vector dos puntos homologos de la primera fizura v la nltima
(zzul}. (Por ejemplo H v H'). ;Por qué otvo punto pasa ese vector?
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Cambia el color del poligono azul 2 blanco. Veras solamente los vértices. Realiza una
traslacion sobre el primer poligono segun el vector que has trazado. ;Que ocwre?
;Como interpretas lo que ha ocwmdo?

Mide el module del vector (HH") v comparalo con la distaneia entre los ejes paralelos
(MHN). Para ello debes definir una vanable llamada “cociente™ v asignarle el valor
HH" /WM. Eseribe en la ventana de abajo lo sigmenta:

coctente=distanciaHH ' 1/distanciabliy

En la ventana algebraica veras la vanable “cociente™ con valor 2. Desplaza los ejes v las
figuras v comprusba que slempre ese valor es 2.

Enuncia la propiedad que has comprobade relacionande la compozicion de reflexiones
de gjes paralelos con la traslacion.

Feahra una expenencia similar cuando los ejes de reflexion se cortan en un punto O,

Enuncia el resulfado que sncuentras.
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[LABORATORIO | Prictica 5. Teselaciones

1. Presentacion

El objetivo principzl de la ensefianza de la geometriz ez que el alumno se sime en el
entorno fizico. Para ello tiene gque conocer elementos geometricos, que le sirven como
referentes, v disponer de vision espacial. Azl puede idenfificar los elementos en el
entorno v emplearlos para relacionarse (comumicar formas, resolver problemas ligadosz a
laz relaciones espaciales, a las medidas, ete.).

En esta practica vas a realizar anahisis de formas del entorno, empleande para ello los
movimentos planes. ¥ ez que los moviomentos ze whlizan para formar las teselaciones,
v ofras regulandades del sntome, que observamos tanto en expresiones artishicas v
técmicas, como en mamfestacionss de la naturaleza.

La practica se compone de dos partes. En la pnmera vas a estudiar las teselaciones
obtemidas con polizonos regulares. En la segunda fienes que realizar un frabajo de
mvestgacion consistente en estudiar una teselacion del entormo, el estampado “pata de
gallo™, gque tanio se ha empleado en costura. Para este trabajo de wrvestigacion necesiias
famulanzarte con los resultades del estudio de la prumera parte de la practica.

Para facilitar la identificacion v construccion de teselaciones, vamos a emplear el
polidron, el ibro de espajos, el papel transparents v los thles de dibujo.

1. Objetvos
Con esta actividad se pretende gue:
a) Desamrolles el sentido espacial v tu capacidad de observacion v analisas.
b} Afiances hahlidades de reconocioments de formas, de busqueda de
caracteristicas de esas formas, relaciones entre allas, ete.
¢) Te famihances com los mosaicos v los moviomentos planos gque permifen
obtenerlos.
d)} Imvestigues algunos problemas peomeétricos a parfir de simaciones del entorno.

3. Biblisgrafia

Alsing, O, Burgués, C. v Fortuny, T.M. (1988). Materiales para consrruir la geomerria.
Madnd, Sintesis.

Alsina, C_, Pérez, B_ v Rniz, C. (1988). Simenia dinamica. Madnd Sinfesis.

hitp:/erew . disfrutalasmatematicas. com/reometria‘tesalacionss himl

hitp:/erew. zeometnadinamica cltazteselacion’

4. Actividades
TESELACIONES CON POLICONOS REGCULARES

Llamamos teselacion a una regulanidad o pairon de figuras planas que cubre o
pavimenta completamente una superficie plana, de manera gue no hava huecos m
solapamientos. Las fisuras que la forman se laman “teselas™. 51 las fizuras son
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polizonos hablamos de teselaciones poligonales. que son la base para realizar ofras mas
complejas.

Una teselacion se forma a partir de una fesela, que al obtener sus transformadas por
movimientos (mediante fraslaciones, giros o rotaciones ¥ reflexiones o simefrias),
rellenan completamente el plano.

En la figura observamos una teselacion formada por pentagonos nregulares convexos.
Una tesela de lz misma seria el pentagono, pues obtemendo sus simétneos, trasladados
v girandoles, aparece la teselacion completa.

La teselacion se puede construmr a partr de una baldosa, es decir, una figura que permite
construrla mediante traslactones. En este caso, una baldosa es la sigmente:

Baldoza de la teselacion

Llamamos tezelacion regular a la formada por poligonos regulares 1zuales.

51 se forman por dos o mas poligonos regulares distinfos, se llama teselaciom
semirregular siempre que los vértices sean 1guales (concwran los mismos poligonos en
torno a los vértices).

1} Empleando el pobdren, estodiar que peligonos regulares forman teselaciones
regulares. ;En qué caracteristicas de los polizonos habra que fijarse a la hora de indagar
sobre teselaciones poligonales?

2} Determma v dibuja dos Tesalaciones semnregulares. Identifica en cada una de ellas
la tesela.
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A parir de una teselacion conocida podemos obtener ofra teselacion, transformando la
tesela. Tal comeo se aprecia en la figura, podemos cambiar una tesela cuadrada
afiadiendo partes al cuadrado, que luego se quitan por otro ladeo.

¥ | ! | |
. L E !
¥ L |1

3} Inventa v dibuja una teselacion formada por poligonos oregulares, a partr de una
teselacion regular cuadrada.
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ILESTUDIO DE LA FATA DE GALLO

Se llama “Pata de galle™ a un dibuje bicolor de ciertos tejides, caractenzade por la
repeticion de peguenias figuras abstractas de cuatre puntas gque se azemejan a los tres
dedos v el espolon de la pata de un gallo. Los colores tradicionales son el negro v el
blanco, aungue en la actualidad otres colores susttuven al negro. Proviene de la lana
tejida de los Lowlands escoceses.

En laz figura sigmente puedes ver una prenda de “pata de gallo™, el dibujo en la lana, v
su dibuje con lineas rectas. Puedes encontrar estudios sobre este estampado en la
pagina: htip:'as enc tfode.com/Pata de galle %628dibujo fext]®:29

El dibujo de la pata de gallo es el que aparece en el dibujo sizmente, en el que se ba
trazado con el color v con la linea que deliputa:

Esta segunda parte de la practica consiste en realizar un ejercicio de mvestigacion,
en el gue se analice la “pata de zalle™ como una teselacion.

a) Utlhizando el libro de espgios, 1denhfica una tesela de esta teselaciom,
dibmjala sobre un papel fransparente ¥ estudia queé tipo de poligono es,
indicando su nombre.

b} Empleando la tesela dibwjada en papel transparente. busca gue
movimientos hay gue aplicar a la tesela para cobtener la teselacion
completa, identificando los elementos de estos movimientos (donde esta el

10
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eje, cazo de reflexiones, el centro ¥ angulo en caso de rotacion v el vector,
las fraslaciomes).

¢} Busca v dibwa una baldosa con la gue formar la pata de gallo solo
mediante traslaciones.

d} Relaciona la teselacion de la pata de galle con las teselaciones regulares
obtemidas en la parte anteror, hasta encontrar un poligono regular gue
permita obftener la “pata de galle”™. Identifica como hav gue cambiar el
poligono regular para formar la tesela de la pata de gallo.

e) Busca una baldosa con la forma de un polisone regular gue permita
obtener la teselacion de la pata de gzllo.

f) Dibuja con los utiles de dibujo la teselacion de la Pata de gallo.

11
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Estudio de la teselacion La Pata de gallo

Feealizar el informe final del estudio qgue habéis realizado sobre la teselacion La pata de

gallo.
Al menos hay que responder a las sipmentes cueshones:

a) Dibujar una tesela de esta teselacion e indicar gué tipo de polizono es.

b) Senalar qué movimientos hay gue aplicar a la tesela para obtener la
teselacion completa, wdentificando los elementos de estos movimentos
(donde esta el gje, case de reflexiones, el centro ¥ angulo en caso de
rotacion ¥ el vector, en las traslaciones).

¢} Dibujar una baldosa con la que formar la pata de gallo solo mediante
traslaciones.

d} Eelzcionar la teselacion de la pata de gallo con las teselaciones regulares,
mmdicande qué polizono regular peroute obtener la “pata de galle™ v la
forma en que hay que cambiar ese polizono regular para formar la tesela.

e) Dhbuwar una baldosa con la forma de un pelipono regular que permita
obtener [z teselacion de la pata de zalla.

f) Mostrar todo ello sobre un dibujo de 1a teselacion de la Pata de gallo.

Poders ampliar este estudio con puwevas alisiopes geometnicas a la teselacion,
come indicar algunas variaciones. Indicar la biblisprafia o paginas en las que o=
habe1s ayudado para este esmdic.
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Anexo 3

Actividad A B
Grupo OM | FC | RE RE
1 2 2 2 2

2 1 1 2 1

3 2 2 2 2

4 0 0| O 1

5 2 2 |0 2

6 1 1 1 2

7 2 2 1 2

8 2 2 1 1

9 2 2 1 2
10 2 2 2 2
11 2 2 1 1
12 2 2 2 2
13 2 2 1 1

OM | FC | RE FC | RE OM | FC | RE OM | FC | RE
2 2 |1 0 0 0 0| O 2 2 | 2
2 2 | 2 0 0 2 2|0 1 1] 2
2 2|0 0 0 2 2|0 2 2| 2
2 2|0 1 2 2 2|0 2 2 | 2
2 2 | 2 2 2 2 2 | 2 2 2 | 2
2 2 | 2 1 0 2 2| 2 2 2| 2
2 2 | 2 1 2 1 1|1 2 2 | 2
2 2 | 2 1 0 1 1|1 2 2 | 2
0 0|0 2 2 0 0|1 2 2 |1
2 2 | 2 1 0 1 1|1 2 2|0
2 2|0 2 2 0 1|2 2 2 | 2
0 0|0 1 2 2 2 | 2 2 2 | 2
2 2|0 2 0 1 1|1 2 2 | 2

total

10

12

11

10

14

14

15

14

10

13

13

12

13
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Pata de Gallo. Huella matematica.

Jordi Alba Rodriguez
Pablo Flores Martinez

1. INTRODUCCION.

El interés por analizar los elementos matematicos de nuestro entorno es un aspecto que debemos
fomentar en nuestro alumnado, con el objetivo de formar personas criticas. Estos elementos
matematicos estan presentes en las construcciones y transformaciones que existen en nuestro
alrededor, ya sea de forma natural o como consecuencia de la manipulacion de los seres vivos.
Algunos ejemplos pueden ser el nido de abeja, estructuras arquitecténicas, sefiales de trafico, la
sucesion de Fibonacci en la naturaleza o en el entrelazado de de los hilos de las prendas que
vestimos.

El entrelazado de los hilos y las figuras que generan el tejido acabado es uno de nuestros objetivos
de investigacion. Como mas adelante veremos, estas técnicas han sobrevivido al paso del tiempo, se
ha mejorado la maquinaria para su fabricacion, pero no la técnica. La pata de gallo es un claro
ejemplo de pervivencia como forma, y en la que veremos la multitud de elementos matematicos que
hay en un tejido. Partiendo de la forma final, hasta su fabricacién con elementos matematicos mas
basicos, podemos apreciar que entran en juego muchos elementos matematicos interesantes, que
pueden explotarse en la educacion primaria.

La finalidad de la comunicacién es estudiar contenidos geométricos que estan presentes en este
teselado para trabajarlos en Educacién Primaria. Estamos llevando a cabo un analisis pormenorizado
del tejido conocido como “Pata de Gallo”, y disefiando actividades, adaptadas especialmente para el
3° ciclo de Educacion Primaria.

Uno de los objetivos que se recoge en el Real Decreto 1513/2006, de 7 de diciembre, por el que se
establecen las ensefianzas minimas de la Educacion Primaria (MEC, 2006) es: Identificar formas
geomeétricas del entorno natural y cultural, utilizando el conocimiento de sus elementos y propiedades
para describir la realidad y desarrollar nuevas posibilidades de accién.

Queremos hacer propuestas didacticas basadas en el trabajo de elementos geométricos a través del
analisis del entorno (Alsina y otros 1988), partiendo de la figura final, como forma que rellena el plano,
y llegando a estudiar algunas matematicas que aparecen en la forma de enlazar los hilos para
generar la figura que vemos en los tejidos (figura 1).

(Figura 1: Pata de Gallo en tejido:

http://mediateca.educa.madrid.org/imagen/ver.php?id imagen=06i9pb29ui7wlim7h)
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La presente comunicacion es fruto del trabajo de una “Beca Iniciacion a la Investigacion” de la
Universidad de Granada, dentro al Departamento de Didactica de las Matematicas, dirigida por Pablo
Flores Martinez y becario Jordi Alba Rodriguez.

2. CONTENIDOS MATEMATICOS.

Comenzamos por examinar qué contenidos matematicos aparecen en el curriculo de Educacion
Primaria sobre la geometria, especialmente aquellos que podemos afrontar con el estudio del
teselado que hemos seleccionado.

2.1 Normativa vigente

Algunos de los Contenidos Matematicos que proponemos trabajar con el tejido “Pata de Gallo” se
encuentran dentro del Real Decreto 1513/2006 (MEC, 2006), especialmente en el tercer ciclo de
Educacion Primaria.

En su redaccion apreciamos algunos elementos que nos sugieren como debemos ensefiar la
geometria en Educacion Primaria. De la introduccién al bloque de geometria destacamos los
siguientes parrafos:

A través del estudio de los contenidos del bloque 3, Geometria, el alumnado aprendera sobre formas
y estructuras geomeétricas. (..) La geometria es describir, analizar propiedades, clasificar y razonar, y
no solo definir. (..) El aprendizaje de la geometria requiere pensar y hacer, y debe ofrecer continuas
oportunidades para clasificar de acuerdo a criterios libremente elegidos, construir, dibujar, modelizar,
medir, desarrollando la capacidad para visualizar relaciones geométricas. Todo ello se logra,
estableciendo relaciones constantes con el resto de los bloques y con otros ambitos como el mundo
del arte o de la ciencia, pero también asignando un papel relevante a la parte manipulativa a través
del uso de materiales (geoplanos y mecanos, tramas de puntos, libros de espejos, material para
formar poliedros, etc.) y de la actividad personal realizando plegados, construcciones, etc. para llegar
al concepto a través de modelos reales. A este mismo fin puede contribuir el uso de programas
informaticos de geometria dinamica.

Situados en el tercer ciclo, los contenidos del bloque 3, Geometria sefialan:
La situacion en el plano y en el espacio, distancias, angulos y giros.

e Angulos en distintas posiciones.

e Sistema de coordenadas cartesianas. Descripcion de posiciones y movimientos por medio de
coordenadas, distancias, angulos, giros...

e Larepresentaciéon elemental del espacio, escalas y graficas sencillas.

e Utilizacion de instrumentos de dibujo y programas informaticos para la construccion y
exploracion de formas geométricas.

Formas planas y espaciales

e Relaciones entre lados y entre angulos de un triangulo.

e Formacién de figuras planas y cuerpos geométricos a partir de otras por composicion y
descomposicion.

e Interés por la precisién en la descripcién y representaciéon de formas geométricas.

Regularidades y simetrias

e Reconocimiento de simetrias en figuras y objetos.
e Trazado de una figura plana simétrica de otra respecto de un elemento dado.
e Introduccién a la semejanza: ampliaciones y reducciones.
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Interés y perseverancia en la blisqueda de soluciones ante situaciones de incertidumbre
relacionadas con la organizacion y utilizacion del espacio. Confianza en las propias
posibilidades para utilizar las construcciones geométricas y los objetos y las relaciones
espaciales para resolver problemas en situaciones reales.

Interés por la presentacion clara y ordenada de los trabajos geométricos.

De todos ellos extraemos las siguientes apreciaciones (Alsina y otros 1988):

La ensefianza y aprendizaje de la geometria deben basarse en el estudio de figuras del
entorno, realizando las acciones previstas: describir, analizar propiedades, clasificar y
razonar, mediante la accioén, la manipulacién y el razonamiento.

Su estudio debe relacionarse con el de otros bloques y con el empleo de elementos
tecnoldgicos, especialmente con programas de geometria dinamica

Los contenidos del tercer ciclo determinan tres aspectos de la geometria: el estudio de la
orientacién espacial (formas de ubicar las figuras en el espacio), identificacién y
caracterizacion de figuras y el andlisis de las regularidades y transformaciones entre figuras.

Es importante que el alumno construya figuras, con vistas a resolver problemas reales.

Con estas perspectivas, analizar qué figuras conforman un tejido resulta especialmente adecuado en
este nivel educativo, dado que:

3.

Parte de un problema real, el dibujo de los tejidos, un teselado importante para cubrir dos
aspectos, la estética (evitar la monotonia de los tejidos lisos aprovechando la regularidad de
una repeticion con elementos armonicos), y la economia de esfuerzo (repetir un motivo
simplifica su disefio).

Da la ocasion de realizar las acciones indicadas en el curriculum: describir las formas y sus
posiciones, analizar sus propiedades para identificar qué movimientos las generan,
clasificarlas de acuerdo a diversos criterios y razonar su origen y relacién con otras formas
mas familiares, siempre mediante la accion, la manipulacion y el razonamiento.

La construccién de las figuras que generan el tejido arranca con la identificacion de
elementos, para pasar a buscar la forma de generarla por medio de dibujos de regla 'y
compas, terminando con su construccién empleando programas de geometria dindmica,
como el geogebra, en un proceso que pueden realizar alumnos aventajados del tercer ciclo
de primaria.

Abarca el estudio de formas, pero también el de las regularidades y simetrias, valiéndose
para ello de una urdimbre que se puede constituir en ejes de referencia con los que ubicar
cada pieza en el entramado.

Su estudio supone familiarizarse con los elementos geométricos anteriores, pero también
iniciarse en otros elementos matematicos (incluso externos al curriculo), que ayudan a
mostrar la naturaleza cultural y cientifica de las matematicas, cuyo papel cientifico principal es
crear modelos para interpretar la realidad de una manera mas simpe. Esto se vera reflejado
en el estudio de los enlazados que aparecen en el tejido.

PATA DE GALLO.

Para el estudio de este motivo, vamos a comenzar por caracterizarlo a partir de su dimension real y el
tejido. Tras caracterizarlo, vamos a examinar la forma matematica ideal que la constituye, que
estudiaremos con detenimiento, pasando a realizar su construccion por diversos medios.

La Pata de Gallo es el dibujo bicolor de ciertos tejidos, caracterizado por la repeticion de pequefas
figuras que sugieren cuadrados partidos. Los colores tradicionales son el negro y el blanco, aunque
en la actualidad otros colores sustituyen al negro.
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La pata de gallo (hounds-tooth en inglés, literalmente diente de perro de caza) proviene de la lana
tejida de los Lowlands escoceses, aunque hoy en dia se emplean muchos otros materiales. La pata
de gallo tradicional se obtiene al alternar bandas de cuatro hilos claros con cuatro oscuros en un telar
de urdimbre y trama con un trenzado sencillo 2:2, esto es, dos hilos por encima de la urdimbre y dos
por debajo, avanzando un hilo en cada paso (figura 2). Parte de realizar una urdimbre de bandas de
cuatro hilos, alternando el blanco y el negro (figura 3). Lo cruzamos con la lanzadera que da cuatro
pasos de cada color, con la regularidad expresada (pasando 2 por encima y 2 por debajo, avanzando
un hilo).

Figura 2: Enlazado de la Pata de Gallo

Figura 3: Urdimbre y lanzadera en la Pata de Gallo

Desde el punto de vista matematico, una composicion que rellena el plano es conocida como
teselado. Un teselado o teselacion es una regularidad o patrén de figuras que cubre o pavimenta
completamente una superficie plana cumpliendo con dos requisitos: que no queden huecos y que no
se superpongan las figuras (O’Daffer y Clemens, 1976, Clemens et al., 1988).

Los teselados han sido utilizados en todo el mundo desde los tiempo mas antiguos para recubrir
suelos y paredes, e igualmente como motivos decorativos de muebles, alfombras, tapices, ropas,...

También muchos artistas han utilizado teselados en su trabajo: M.C. Escher es, probablemente, el
mas famoso de todos ellos. El artista holandés se divirti6 teselando el plano con figuras de intrincadas
formas, que recuerdan pajaros, peces, animales...
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Como es facil de imaginar, la diversidad de las formas de las piezas teselantes es infinita. Los
matematicos y en particular los gedmetras se han interesado especialmente por los teselados
poligonales; incluso las mas sencillas de estas plantean problemas colosales.

Para estudiar los teselados hay que recurrir a criterios para delimitarlas. Cuando todos los poligonos
del teselado son regulares e iguales entre si, se dice que el teselado es regular.

Para que una sola figura rellene el plano, tiene que ocurrir que sus angulos sean divisores de 360°
(Alsina y otros, 1991). Es por esto que sélo existen tres teselados regulares: la malla de triangulos
equilateros, el reticulado cuadrado como el del tablero de ajedrez y la configuracién hexagonal, como

la de los panales (figura 4).
VAVAVAVAVAN
Teselado de Tridngulos \/\/\-/\/\/

Teselado de Cuadrados

Teselado de Hexagonos : m

Figura 4: Teselados regulares

Existen teselados formados por dos 0 mas poligonos regulares, a las que llamamos semiregulares.
De manera precisa, definimos teselado semiregular como aquel que esta formada sélo por poligonos
regulares, siendo el arreglo de poligonos en cada vértice idéntico. De esta forma sélo existen 8
teselados semiregulares. Por ultimo llamamos teselados no regulares a los formados por poligonos
irregulares (Clemens et al., 1988, O’Daffer y Clemens, 1976).

La Pata de Gallo es un teselado no regular. Para estudiarlo comenzamos por identificar la figura que
lo forma.

La Pata de Gallo esta formada por un poligono con las siguientes caracteristicas (figura 5):
o0 Es un poligono irregular
14 angulos o vértices: 9 convexos y 5 céncavos

o]
0 Todos los angulos son multiplos de 45°
o]

14 lados
M
.

.
L]
Figura 5: Poligono que genera la Pata de Gallo

Para estudiar este poligono, vemos como se puede formar o qué figuras contienen el poligono (figura

O
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Formado con Formado con paralelogramos, Formado con paralelogramos y
paralelogramos triangulos y cuadrados triangulos rectangulo isdsceles

Figura 6: Descomposicion del poligono de Pata de Gallo en poligonos mas familiares

También se pueden formar utilizando los lados y vértices de poligonos conocidos como con
cuadrados y triangulos rectangulos e isésceles (medios cuadrados) (figura 7).

7

Con triangulos. Con cuadrados.

Figura 7: Formacion del poligono de la Pata de Gallo a partir de cuadrados y triangulos rectangulos
is6sceles

Analizar la pieza que genera el teselado completo es una tarea interesante que exige identificar una
figura en el contexto. El proceso contrario, pasar a formar el teselado completo a partir de la figura, es
otra tarea interesante para estudiar las regularidades en las figuras del entorno. Para llevar a esta
construccion tenemos que hacer uso de los movimientos en el plano o isometrias.

Un movimiento o isometria es una transformaciéon que conserva las medidas (iso "igual”, metria
"medida"), en nuestro caso, las distancias y los angulos, por lo que preserva el tamafio y la forma
(Alsina et al. 1991, Clemens et al., 1988). En el cuadro 1 recogemos las tres isometrias principales: la
traslacion, la rotacion o giro y la reflexién o simetria axial, indicando en cada una sus elementos y
definiciones

Cuadro 1: Tipos de isometrias

Nombre Definicién Elementos

Traslacion Isometria en que todos los puntos se Vector
desplazan una distancia fija hacia sus
imagenes a lo largo de trayectorias

paralelas.

Rotacion Isometria en que todos los puntos El punto fijo se denomina
giran un angulo constante con centro de rotacién y la
respecto a un punto fijo. cantidad de giro se denomina

angulo de rotacion

Reflexién Isometria en que todos los puntos son | Eje o recta de reflexion
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enviados a sus imagenes reflejadas
con respecto a una recta de reflexién,
que actlla como espejo

A continuacién comprobaremos como se puede forma el poligono irregular de la Pata de Gallo.
e Solo con tridngulos rectangulos isdsceles (figura 8).

Paso a paso. Dibujamos un tridngulo rectangulo e isésceles; realizamos una reflexion con eje
horizontal; sobre el tridngulo resultante dibujamos otro triangulo is6sceles rectangulo utilizando el
punto medio del triangulo anterior para obtener los lados de éste; realizamos una reflexion de este
triangulo respecto un eje vertical; realizamos una rotacion del segundo triangulo, con centro en cada
uno de los vértices de angulos iguales y amplitud de 90° y 90°; para terminar dibujamos una reflexion
de los tridngulos superiores respecto a la hipotenusa del primer tridngulo dibujado.

TN

Figura 8: Formacion del poligono de la Pata de Gallo con triangulos isésceles.

e Solo con cuadrados (figura 9).

Paso a paso. Dibujamos un cuadrado; ahora dibujamos otro cuadrado de diagonal igual al lado del
cuadrado anterior y le hacemos una reflexién respecto a una paralela media horizontal del primer
cuadrado; a continuacién dibujamos un cuadrado mitad, uniendo los puntos medios de las
semidiagonales del cuadrado original y le realizamos una reflexién respecto al lado superior del
cuadrado inicial; sobre estos trazos ya podemos dibujar la Pata de Gallo

X' | '
P oY 5 e 1

Figura 9: Formacion del poligono de la Pata de Gallo con cuadrados.

Ahora veremos como se genera todo el teselado a partir del poligono. En esta parte estudiaremos los
movimientos e isometrias que nos llevan a la creacién del teselado de la Pata de gallo.

Comenzamos con la figura original (figura 10); la giramos 45° respecto a uno de sus vértices
(figurall); y ahora comienza el teselado, haciendo traslaciones de vector v (figura 12), de médulo la
hipotenusa del triangulo rectangulo isésceles que hemos empleado en su construccién, y luego con
traslaciones de vector u, perpendicular al v y con el mismo médulo (figura 13), para llegar al teselado
final de la Pata de Gallo (figura 14).
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<\ P>

Figura 10. Figura 11. Figura 12. Figura 13.
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Figura 14, teselado final.

En lugar de la segunda traslacion, se puede obtener por reflexion respecto a rectas con la direccién
de v, situadas sobre los lados de la figura que corresponden con los catetos del tridngulo rectangulo e
isésceles con el que hemos dibujado la tesela.

El que la construccion del teselado no sea Unica se debe a que tiene ciertas regularidades. Si
observamos la figura 14 veremos que resulta invariante al aplicarle una traslacién de vector v.
También resulta el dibujo cuando aplicamos una traslacion de vector u (y maltiplos enteros de u y v,
naturalmente). Igualmente observamos que el teselado se reproduce cuando aplicamos reflexiones
de ejes segun la direccion del vector v, situados en los lados mas externos de la tesela. Sin embargo
no es simétrico respecto a rectas que tengan la direccion del vector u, pues la figura original tiene un
solo eje de simetria, que tiene la direccidn del vector v y que se encuentra entre los vértices de
angulos rectos de los dos triangulos iniciales de su construccion.

Otro estudio interesante de esta figura consiste en buscar si es un teselado tipo Escher, es decir, se
puede obtener a partir de un teselado regular. El estudio de la tesela, en la que hemos apreciado que
todos los angulos son mltiplos de 45°, junto con la construccién obtenida, siempre a partir de
cuadrados (y medios cuadrados, es decir, tridngulos rectangulos e isdsceles), nos lleva a pensar en
que deriva del teselado cuadrado. Ahora mostramos cOmo se genera, (figura 15). Se puede ver como
quitando y afiadiendo las distintas piezas se puede obtener la figura original. Hemos dibujado 8
maneras diferentes, pero el proceso es continuo, luego el cuadrado puede situarse en una posicion
intermedia a las dibujadas.
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Figura 15. Construccion a partir de la figura que la genera.
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4. CONCLUSIONES.

Como hemos indicado anteriormente para fomentar la actitud matematica las actividades deben

Partir de un problema real, que es el andlisis e interpretacion de la construccion y las formas
geométricas que genera el tejido de la Pata de Gallo. Un tejido que genera el teselado que
nos ha servido para poner en préactica los conocimientos previstos del curriculo vigente, para
despertar los intereses geométricos del alumnado. También hemos podido ver como con el
entrelazado de solo dos hilos se puede obtener un teselado que ha perdurado a través de los
tiempo y sigue siendo un tejido no ha perdido presencia en la actualidad.

Damos la ocasion de realizar las acciones indicadas en el curriculum, a través de la
construccion del teselado, el analisis de las distintas figuras geométricas y los pasos que se
deben seguir para su composicién, poniendo en practica los conceptos matematicos
expuestos. Por otro lado despierta el interés de los alumnos por descubrir como se genera el
teselado, ademas de ejercitarse en la clasificacion por criterios matematicos. Y todo esto es
posible mediante una metodologia participativa y manipulativa.

La construccion de las figuras que generan el tejido permiten identificar figuras geométricas y
recrearlas con materiales basicos como son el dibujos de regla y compas, para profundizar en
la construccion por medios de programas de geometria dinamica, como Geogebra, pues su
construccion es relativamente sencilla.

El estudio de formas se puede llevar a cabo a través de la de trama y la urdimbre, con las que
se puede trabajar los conceptos de las regularidades y simetrias, mediante el entrelazado de
hilos.

Se puede ver como se utilizan unos conceptos de cursos anteriores mas basicos y otros
conocimientos culturales externos al curriculum (andlisis del tejido), pero que nos han
permitido trabajar los contenidos educativos.

Con estas actividades se pretende crear una actitud cientifica mediante el analisis que hemos
realizado de un aspecto cotidiano para profundizar en los aspectos matematicos.

Lo que hemos presentado es una parte del trabajo que estamos realizando. De momento hemos
comenzado por plantear una propuesta didactica que se ha empleado como actividad practica en la
asignatura Bases Matematicas, que se imparte en el primer curso del grado de Maestro de Educacion
Primaria, en la Universidad de Granada. El enunciado de esta propuesta aparece en el cuadro 2. La
préactica comienza con el estudio de los teselados, los teselados regulares y los teselados tipo Escher
(Alsina y otros 1991 y O’Daffer y Clemens, 1976). Tras estudiar lo que es un teselado se propone el
estudio de la Pata de Gallo como un ejemplo de su aparicion en la vida cotidiana, promoviendo
realizar un estudio de investigacion.

2. ESTUDIO DE LA PATA DE GALLO

Se llama “Pata de gallo” a un dibujo bicolor de ciertos tejidos, caracterizado por la repeticiéon de
pequefias figuras abstractas de cuatro puntas que se asemejan a los tres dedos y el espolén de la
pata de un gallo. Los colores tradicionales son el negro y el blanco, aunque en la actualidad otros
colores sustituyen al negro. Proviene de la lana tejida de los Lowlands escoceses.

En las figuras siguientes puedes ver una prenda de “pata de gallo”, el dibujo en la lana, y su dibujo
con lineas rectas. Puedes encontrar estudios sobre este estampado en la pagina:
http://es.enc.tfode.com/Pata_de_gallo_%28dibujo_textil%29
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i

El dibujo de la pata de gallo es el que aparece en el dibujo siguiente, en el que se ha trazado conlel
color y con la linea que delimita:

A /| / / /

Esta segunda parte de la practica consiste en realizar un ejercicio de investigacion, en el que
se analice la “pata de gallo” como un teselado.

a) Utilizando el libro de espejos, identifica una tesela de este teselado, dibljala sobre un
papel transparente y estudia qué tipo de poligono es, indicando su nombre.

b) Empleando la tesela dibujada en papel transparente, busca qué movimientos hay que
aplicar a la tesela para obtener el teselado completo, identificando los elementos de
estos movimientos (dénde esta el eje, caso de reflexiones, el centro y angulo en caso
de rotacion y el vector, en las traslaciones).

¢) Buscay dibuja una baldosa con la que formar la pata de gallo s6lo mediante
traslaciones.

d) Relaciona el teselado de la pata de gallo con los teselados regulares obtenidos en la
parte anterior, hasta encontrar un poligono regular que permita obtener la “pata de
gallo”. Identifica cdmo hay que cambiar el poligono regular para formar la tesela de la
pata de gallo.

e) Busca una baldosa con la forma de un poligono regular que permita obtener el teselado
de la pata de gallo.

f) Dibuja con los utiles de dibujo el teselado de la Pata de gallo.

Realiza el informe final del estudio que has realizado sobre el teselado pata de gallo.
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Puedes ampliar este estudio con nuevas alusiones geométricas al teselado, como indicar
algunas variaciones. Indica la bibliografia o paginas de las que te has ayudado.

Como continuacion del trabajo en la beca, tenemos previsto continuar el estudio de la Pata de
Gallo desde la perspectiva de los enlazados, empleando elementos basicos de teoria de nudos
y enlazados. Igualmente debemos completar el estudio presentado sobre el teselado, mediante
el andlisis del dibujo bicolor, pues lo presentado en la comunicacién sélo abarca las lineas que
lo delimitan. Igualmente afrontamos analizar las respuestas que han dado los estudiantes de
magisterio a esta practica, examinando qué destrezas geométricas han puesto en juego,
concretandolas en examinar las habilidades visuales que puede ayudar a desarrollar el estudio
de situaciones como la planteada.
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" La dibuja en la siguiente actividad

i Dibuja una baldosa triangular

" Al identificarla en blanco y negro y también en lineas destaca un mayor grado de visualizacidn.
" Al identificarla en blanco y negro y también en lineas destaca un mayor grado de visualizacién.
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